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Abstract.

In this paper are presented new base mathematically models of the theory of simple multiplication. Principally distinction of suggested models consists in them, that they were built with the use of iteration processes for power functions of complex variables and corresponding to them differentially equations. The models allow investigate the growth and multiplication of biologically objects in frames of indivisible approach. There are possible the generalizations of suggested models.   

Main properties of living objects are growth and multiplication, which are in close association. So, the growth of the mass of the organism corresponds to the series of processes of dividing of the cells with next their growth. The growth of the mass of population determines by multiplication and growth of living organisms.

To the problem of mathematically description of processes of growth and multiplication of living objects are dedicated many papers and monographs (see, for example [1, 2, 6-8]). Usually are using two types of models:
1. continually models, reducing to the differentially equations [1-8];

2. discrete models, reducing to the series of displays or in more complex cases to the iterative processes, through which most intensive develop the methods of cell automata’s and neural systems [5].


In this work are considered the examples of application of new class of mathematically models, using many-valued power functions of complex variables, which may simultaneously describe as multiplication so and growth of living organisms.

Each cell of the organism or population passes next stages:
1. the birth after the multiplication of the cell of previous generation;

2. the growth after the birth;

3. multiplication.

Let us the mass of the cell after multiplication equal to 
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. After division every new cell has the mass, equal to 
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. So the mass of the cell for the time of its existence increases twice. Firstly the velocity of growth is great and later, before multiplication, tends to zero.


Considering the process of division through the equal periods, we receive two potential infinite series.
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The first of them may be described by iteration system 
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. Decision of this system is the formula 
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. Analogous relation may be written for
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. Decision of iteration system in this case is the formula 
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Generalizing these argumentations, we come to two simplest usually using models:


1.Model of series of reflections  

[image: image22.wmf]N

CN

k

k

+

=

1

,                                                  (1)

where 
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 is the number, characterizing on how many persons divides each from 

 persons. Decision of the equation (1) has the form 
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2. The model of continuously dependence from time.
Shall we consider, that equalities (1,2) are the result of discretion of continuous process, describing with any function of time, such, that in the moments of time 

 the meanings of function 

 determine with this equation. Then introducing the linear approximation states (2) may be written the equality



.                                      (3)
Posing different values of 

 - different time intervals, - we receive totality of continuous functions, generated by iteration system (2) and depending from parameter 

. Relation (3) corresponds to the linear differential equation [4], [6-8]
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The chain of reflections (1) and differential equation (4) represent the simplest linear models, which are the base of widely developed now mathematically methods of population biology and dynamics of mankind society, built on the equations, which are their wide generalization [1-8].

But both these models and founded on them generalizations don’t describe in detail the process of simple multiplication. They describe only its consequence –the growth of quantity of persons or any value (for example, summary mass), which is the additive measure for each person. But the mechanism of multiplication is not considered .

Let us suppose that the measure, characterizing every person of multiplying population may be represented by complex number

, which modulus characterizes scalar measure (real part of the parameter of wholeness), corresponding to this person, and argument – distinction of this person from other persons.

Let us consider the chain of reflections
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were 

 is rational number. Such chain generates by each reflection finite number of new persons - meanings of many-valued function 
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Let us consider, that in the iterative process (5) 
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, where 
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- integer. If we shall take now that modulus of 

 (parameter of wholeness) is equal to unity, then the transformation (5) generates from one person - 

 persons, modules of measures of which are equal to the modulus of the measure of the person number 

, equal to unity, but arguments are different.
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If we shall consider the iterative process at whole, then the 

-meaning power function generates on 

 step of the multiplication 

 persons from each, who was born on the 

 step of multiplication. The chain of reflections (6), so as the chain of reflections (1), describes the multiplication, but considerable more adequate, while the meanings of complex functions really multiply and each “person’- meaning of the function – retains its individuality (they differ by the argument of complex number, equal to the root of unity).


General number of objects after 

 multiplication is equal to 
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, what is congruent with the results of standard iterative model (1),(2).


But the using of power function allows describe also the growth of individual person.


Immediately after dividing on 
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 parts we may take, that each new person has the complex measure 

, which modulus is equal to 

, and argument determines by the number of division and corresponds to the argument of one from roots from unity and don’t change at the process of persons growth.


When we shall suppose, that each generated person has its inner time, which begins from the moment of its generation, and at the process of existence of this person don’t realizes the potential possibility of undergoing from condition with one argument to another, then the growth of the person may be described now by the one-digital smooth power function from the inner time.
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where 
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 - the measure, characterizing the person immediately after its generation 
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 -  inner time of the person. If  
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This power relation describes continual process of the growth of the person from the measure 
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Now we determine to which differential equation satisfies this function.

For this purpose shall we calculate the derivative for the time 
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Using relation (7), we shall receive: 
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Joining up of power models, describing by equations (6), (9) allow describe multiplication and growth of biologically objects with the unified method.

Suggested base models possess with possibilities of broad generalization, what allows to hope on the perspective of their using in different applications, connected with multiplication of objects of different nature, chain reactions and branching processes, and also at the analysis of bifurcation occasions and processes [6-8]


Suggested model may be modified and generalized on different types of branching processes every element of which possesses with two properties- growth and multiplication. There are as minimum two controlling parameters [4] 
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 and 
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, which can change on the each step of multiplication, what does the model flexible and adapting to modernizations. In its frames is possible to do selection, excluding from the multiplying several groups of persons.

As it was here shown, the iteration process for power functions at any conditions is equivalent to the differential equation, in the right part of which stays the function, which may be often found in the theory of entropy and information. Such particularity of the model, apparently, is not accidental.


Introduction in investigation of many-valued and infinity- valued functions of complex variables, for example power and logarithmic functions, allows to build adequate mathematically apparatus for the investigation of the occasions and processes, which future is not determined, that is the processes in which appears the possibility to choice variants of future behavior [6].  
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Аннотация.

В работе представлены новые базовые математические модели теории простого размножения. Принципиальное отличие предложенных моделей состоит в том, что они построены с использованием итерационных процессов для степенных функций комплексных переменных и соответствующих им дифференциальных уравнений. Модели позволяют в рамках единого подхода исследовать рост и размножение биологических объектов. Возможны обобщения предложенных моделей.

Главными свойствами живых объектов являются их рост и размножение, тесно связанные между собой. Так, например, рост массы организма соответствует серии процессов деления клеток с последующим их ростом. Рост массы популяции определяется последовательным размножением и ростом живых организмов. 

Проблеме математического описания процессов роста и размножения живых объектов посвящено большое количество работ и монографий (см. например [1, 2, 6-8]). При этом обычно используются два типа моделей:
1. непрерывные, сводящиеся к дифференциальным уравнениям [1-5];
2. дискретные, сводящиеся к цепочкам отображений или в более сложных случаях к итерационным процессам, среди которых в последнее время наиболее интенсивно развиваются методы теории клеточных автоматов и нейронных систем [5-6].
В настоящей работе рассмотрены примеры применения нового класса математических моделей, использующих многозначные степенные функции комплексного переменного, которые могут одновременно описывать как размножение, так и рост живых организмов.
Каждая клетка организма или популяции проходит следующие стадии:

1. рождение после размножения клетки предыдущего поколения;
2. рост после рождения; 

3. размножение.

Если массу клетки в момент размножения принять равной некоторой величине 
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, то после деления каждая новая клетка имеет массу, равную 
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. Таким образом, масса клетки за время её существования растёт в два раза. При этом на первом этапе  скорость роста велика, а затем, перед размножением, стремится к нулю. 
Рассматривая процесс деления через равные промежутки времени, получаем две потенциально бесконечные последовательности
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Первая из них может быть описана итерационной системой 
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. Решением системы итераций в данном случае является формула 
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Обобщая эти рассуждения, придём к двум простейшим общепринятым моделям: 


1. Модель цепочки отображений.
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где 
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 - число (чаще всего целое), характеризующее, на сколько особей делится каждая из 

 особей. Решением уравнения (1) является выражение
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2.Модель непрерывной зависимости от времени.
Будем считать, что равенства (1,2) являются результатом дискретизации непрерывного процесса, описываемого некоторой функцией от времени, такой, что в моменты времени 

 значения функции 

 определяются этим равенством. Тогда в предположении линейной аппроксимации вместо (2) может быть записано равенство



.                                     (3)

Задаваясь различными величинами 

, то есть различными временными интервалами, получаем зависящую от параметра 

 совокупность непрерывных функций, порождённых итерационной системой (2). Соотношение (3) соответствует линейному дифференциальному уравнению [4, 6-8]
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Цепочка отображений (1) и дифференциальное уравнение (4) представляют простейшие линейные модели, являющиеся основой широко развитых в настоящее время математических методов популяционной биологии и динамики человеческого общества, построенных на уравнениях, являющихся их широким обобщением [1] - [8] .

Однако обе указанные модели и основанные на них обобщения не описывают самого процесса простого размножения, интересуясь лишь его следствием - увеличением количества особей или какой-то величины (например, массы), которая является мерой для каждой особи. При этом вообще не рассматривается механизм размножения, связанный (например) с делением клетки на две части и последующим ростом каждой из этих частей.

Предположим, что мера, характеризующая каждую особь размножающейся популяции может быть представлена комплексным числом 

, модуль которого характеризует скалярную меру (действительный параметр целого), соответствующую данной особи, а аргумент - отличие этой особи от других.


Рассмотрим цепочку отображений
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где 

- рациональное число. Подобная цепочка при каждом отображении порождает конечное  число новых особей - значений многозначной функции 
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Пусть в итерационном процессе (5) 
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Если теперь принять, что модуль 

 (параметр целого) равен единице, то преобразование (5) порождает из одной особи - 

 особей, модули меры которых равны модулю меры 

 - той особи, то есть 1, а аргументы отличаются между собой.
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Если рассматривать итерационный процесс в целом, то 

- значная в данном случае степенная функция порождает на 

 шаге размножение по 

 особей из каждой, родившейся на 

-том шаге размножения. Тем самым уравнение (5), так же, как прежде уравнение (1), описывает размножение, однако, значительно более адекватно, так как значения комплексной функции действительно размножаются, при этом каждая “особь” - значение функции - сохраняет свою индивидуальность (они различаются аргументом комплексного числа, равного корню из единицы).


Общее число объектов после 

-того размножения равно 
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, что совпадает с результатами стандартной итерационной модели (1),(2). 
Но использование степенной фукции позволяет описать также рост отдельной особи

После деления на 
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 частей  каждая особь обладает мерой 

, модуль которой равен 

, а аргумент определяется номером деления, соответствует аргументу одного из корней из единицы и не меняется в процессе её роста.

 Если предположить, что каждая вновь родившаяся особь имеет свое внутреннее время, начинающееся с момента её рождения, и в процессе существования отдельной особи не реализуется потенциальная возможность негладкого перескока из состояния с одним аргументом в другое, то рост особи может быть описан теперь уже однозначной, гладкой действительной степенной функцией от времени.
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где 
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 - относительная мера, характеризующая особь сразу после её рождения, 
[image: image79.wmf]1

0

<

<

a

  - действительное число, 
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Это степенное соотношение описывает непрерывный процесс замедляющегося роста особи от меры 
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Определим, какому дифференциальному уравнению удовлетворяет эта однозначная функция действительного переменного. 


С этой целью вычислим производную по времени 
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Используя соотношение (7), получим: 
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Уравнение (9), наряду с широко используемым логистическим уравнением [1, 4], описывает процесс перехода из одного, неустойчивого состояния, в другое, устойчивое.  

Объединение степенных моделей описываемых уравнениями (6) и (9), позволяет единым образом учесть размножение и рост биологических объектов.

 Предложенные базовые модели обладают возможностями широкого обобщения, что позволяет надеяться на значительную перспективу их применения в различных приложениях, связанных с размножением объектов различной природы, цепных реакций и ветвящихся процессов, а также при анализе бифуркационных событий и процессов [6-8].
Предложенная модель может быть модифицирована и обобщена на различные типы ветвящихся процессов, каждый элемент которых обладает двумя свойствами - роста и деления. При этом имеется два управляющих параметра [4] 
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 и 
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, которые могут изменяться на каждом шаге размножения, что делает модель гибкой и приспособленной к модернизациям. В её рамках можно проводить селекцию, исключив из дальнейшего размножения отдельные группы особей.


Итерационный процесс для степенных функций при определенных условиях эквивалентен дифференциальному уравнению, в правой части которого стоит функция, часто встречающаяся в теории энтропии и информации. 
Указанная особенность модели, по-видимому, не является случайной.

Введение в исследование  многозначных (в частности, бесконечно-значных функций комплексного переменного, например, степенных и логарифмических, позволяет строить адекватный аппарат для исследования событий и процессов, будущее которых многозначно, то есть процессов, в которых появляется возможность выбирать варианты будущего поведения. [6].
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