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Введение  
В настоящее время реализованы первые 

попытки описания с помощью математиче-
ских моделей психологических аналогов че-
ловека, так называемых цифровых двойников 
или роботов с неабсолютной памятью [1].  

Современные философы по-разному от-
носятся к законам диалектики Гегеля: от пол-
ного их признания до полного отрицания [2, 3]. 
Поэтому, чтобы не вдаваться в философские 
дискуссии, мы попытаемся на основе работы 
[4] построить общие математические модели 
этих законов для некоего виртуального мира, 
предполагая, что диалектика этого мира осно-
вана на гегелевских положениях и что в этом 
мире, в числе прочего, существуют цифровые 
двойники. 

Модели диалектики движения  
Будем предполагать, что движение опи-

сывается вектором )(tX


 функций 

)(),...,(1 txtx n , т.е.  )()...,()( 1 txtxtX n


, 
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причем справедливо соотношение 





n

i
i tx

1

2 0)( , где t  – время. 

Пусть направление развития процесса 

(вектор цели) задает вектор 


A , где 

 
_

1 ,1,0,,,..., niaconstaaaA iin 


. 
Согласно закону единства и борьбы 

противоположностей Гегеля [2], можно за-
ключить, что движение происходит в ходе 
борьбы противоположностей, поэтому среди 

компонент вектора 


A  существуют такие ком-
поненты, что выполняется условие 

__

,1,,1,0:, njniaaji ji  . 
Отметим, что также должно быть спра-

ведливым соотношение 



n

i
ia

1
0 , которое 

говорит о единстве противоположностей. 

Очевидно, что компоненты вектора 


A  явля-
ются своеобразными весовыми коэффициен-
тами, определяющими значимость каждой 
противоположности в общем развивающемся 
процессе. Чем больше модуль компоненты, 
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тем выше значимость противоположности. 
Если расположить элементы вектора в неубы-
вающем порядке, то легко видеть, что для ве-
совых коэффициентов должны выполняться 

равенства 



1

1
1

n

i
ia  для 0ia  и 




1

1 1

1
n

ni
ia  

для 0ia , где 1n  – количество отрицатель-

ных компонент вектора 


A , 1nn  – количест-

во положительных компонент вектора 


A , 
11 ,1 nnn  . 

Следует отметить, что согласно свойст-

вам векторов все компоненты векторов )(tX


 

и 


A  должны измеряться в одинаковых еди-
ницах измерения и иметь одинаковый "физи-
ческий" смысл. 

В работах [5, 6] предложен способ, по-
зволяющий численно оценивать величину 
достижения цели в ходе воспитательного 
процесса. Способ, предложенный в этих рабо-
тах, также позволяет вычислять угол отклоне-
ния от цели воспитательного процесса.  

В аспекте моделирования диалектики дви-
жения мы, модифицируя способ, будем предпола-
гать, что цель процесса развития определяется 

вектором 


A  направления этого развития.  

Тогда, не нарушая общности, можно за-
ключить, что успешность развития процесса 
определяется математической зависимостью 

)(tF , являющейся отношением проекции век-

тора )(tX


 на вектор 


A  к длине вектора 


A .  
Таким образом, на основе правил век-

торной алгебры [7] становится справедлива 
формула 







 n

i
i

n

i
ii

a

txa
tF

1

2

1

)(
)( .                      (1) 

Будем считать, что процесс развивается 
успешно на интервале времени  Tt ,0  в на-

правлении, заданном вектором 


A , если на 
этом интервале )(tF  является монотонно 
возрастающей функцией.  

В предположении дифференцируемости 

функций 
_

,1),( nitxi   при  Ttt .0 , приме-
няя теоремы математического анализа, опи-
сывающие свойства монотонных дифферен-
цируемых функций [8], успешность, неус-
пешность или застой процесса развития мож-
но отобразить следующей таблицей. 

Условия протекания процесса 

Выполнения условия Развитие процесса 

0)(
1




n

i

i
i dt

tdxa  Развитие процесса идет в заданном вектором 


A  
направлении 

0)(
1




n

i

i
i dt

tdxa  Развитие процесса характеризуется застоем 

0)(
1




n

i

i
i dt

tdxa  
Развитие процесса идет  в противоположном векто-

ру 


A  направлении 

 
На основе работ [4, 7] и свойств скаляр-

ного произведения векторов [7] угол отклоне-
ния )(t  процесса, характеризуемым векто-

ром )(tX


, от направления движения 


A  опре-
деляется функцией цикличности 

 )(cos)( ttz  , 

задаваемой соотношением 








n

i
i

n

i
i

n

i
ii

txa

txa
tz

1

2

1

2

1

)(

)(
)( .                 (2) 

Принимая гегелевское положение зако-
на отрицания отрицания о цикличности раз-
вития процессов, можно заключить, что 
функция )(tz  определяет и описывает эту 
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цикличность и борьбу противоположностей 
друг с другом. 

Отметим, что зависимости )(tF  и )(tz  
являются безразмерными функциями. 

Предполагая, что каждая из компонент 
_
,1),( nitxi   является дифференцируемой 

функцией при  Ttt .0 , можно вычислить 

производную 
dt

tdz )(
, значения которой опре-

деляют скорость циклов в законе отрицания 
отрицания. Легко показать, что эта производ-
ная удовлетворяет соотношению 

2
3

1

2

1 111

2

1

2
)(

)()()()()(
1

)(

















 




 



n

i
i

n

i

n

i

i
i

n

i
ii

n

i
i

i
i

n

i
i tx

dt
tdxtxtxatx

dt
tdxa

a

dt
tdz

. 

Согласно Гегелю необходимым услови-
ем развития является цикличность, то есть, 
функция  )(cos)( ttz   должна менять 
свои свойства: то становиться возрастающей, 
то убывающей, что эквивалентно свойству 

знакопеременности функции 
dt

tdz )(
. Послед-

нее уже накладывает ограничения на общие 
математические свойства противоположных 
друг другу процессов виртуального мира. 

Так как согласно Гегелю для развития 
должны существовать как минимум  два про-
тивоположных друг другу процесса, то коли-

чество компонент в векторах 


A  и )(tX


 
должно быть не меньше двух. Докажем это 
утверждение математически. 

Согласно Гегелю для движения должна 
быть цикличность, то есть должна быть спра-
ведлива формула  consttz )(  при   Ttt .0 . 

Пусть только один процесс харак-
теризует движение. В этом случае справедли-
во соотношение .1n  

Подставляя значение 1n  в соотноше-
ние (2) после несложных алгебраических пре-
образований получим равенство 

constttz  1)(cos)( , то есть, функция 
цикличности не является знакопеременной. 

Таким образом, мы доказали, что для 
описания процесса развития должно быть 
справедливо соотношение 2n . 

Покажем, что для движения противо-
положные друг другу процессы не должны 
быть полностью эквивалентными друг другу. 

Докажем это методом "от противного" 
Пусть два противоположных процесса  экви-
валентны друг другу, то есть, обладают свой-
ствами, определяемыми соотношениями 

 TtttxtxAn ,),()(),1,1(,2 021  . 
Легко видеть, что согласно соотно-

шениям (1) и (2), в этом случае движения нет, 
так как справедливы равенства 0)( tF  и 

.0)( tz  Полученное противоречие доказы-
вает утверждение. 

 
Пример применения парной модели 
противоположностей 

Рассмотрим пример практического при-
менения приведенных выше положений на ос-
нове простой задачи классической механики. 

Опишем динамику процесса вертикаль-
ного подкидывания камня вверх с первоначаль-
ной скоростью 0v  с поверхности земли без уче-
та сопротивления воздуха его движению. 

Будем считать, что в этом процессе дей-
ствуют две противоположности: перемеще-
ние )(1 tx , направленное вертикально вверх, и 
перемещение )(2 tx , направленное вертикаль-
но вниз. 

Для этих противоположностей вектор 


A  имеет вид ).1,1( 


A  Следовательно, раз-
витие процесса )(tF  согласно соотношению 
(1) описывается формулой 

2
)()()( 21 txtxtF 

 .                    (3) 

Нетрудно заметить, что противоположность 
)(1 tx  определяется решением задачи Коши: 

.0)0(,
)(

,
)(

10
0/

11
2




xv
dt

tdxg
dt

txd
t

   (4) 

Противоположность )(2 tx  описывается 
задачей Коши: 

0)0(,0
)(

,
)(

2
0/

22
2




x
dt

tdxg
dt

txd
t

,  (5) 

где g  – ускорение свободного падения.   
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В результате решения задач (4) и (5) по-
лучаем соотношения: 

2
)(,

2
)(

2

20

2

1
gttxtvgttx  .    (6) 

Согласно равенству (3) развитие про-
цесса описывается равенством 

tvgttF
22

)( 0
2

 . 

Функция цикличности )(tz  удовлет-
воряет соотношению  

222
0

0

22
2)(

tgv
vgttz




 . 

На рис. 1–3 приведены графики измене-
ния каждой из противоположностей )(1 tx  и 

)(2 tx , график развития процесса )(tF  и гра-
фик функции цикличности )(tz  соответст-

венно при 
с
мv 50  , единицах измерения 

времени t  в секундах (ось абсцисс на всех 
графиках), а )(1 tx  и )(2 tx  в метрах. 

2 4 6 8 10

-200

-100

100

200

 
Рис. 1. Графики изменения противопо-
ложностей, )(1 tx  – нижняя ветвь графи-

ка, )(2 tx  – верхняя ветвь графика   
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Рис. 2. График развития процесса 
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Рис. 3. График функции цикличности 

Рис. 1 демонстрирует то, что с течением 
времени противоположности все больше и 
больше отличаются друг от друга.  

Анализ графика, изображенного на рис. 
2, показывает, что развитие рассматриваемого 
вида механического движения согласно фор-
муле (3) идет в направлении противопо-
ложности )(1 tx .  

График, изображенный на рис. 3, де-
монстрирует отсутствие цикличности этого 
движения. 

Алгоритм применения  
математических моделей диалектики  

Исходя из написанного выше, можно 
предложить следующий алгоритм построения 
модели и анализа проявления законов диа-
лектики движения для виртуального мира: 

1.  Определяются противоположные ха-
рактеристики, входящие в описание процесса; 

2.  Определяется вектор 


A , задающий 
направление развития процесса; 

3.  Записываются соотношения, опреде-
ляющие численные значения противополож-

ных характеристик 
_

,1),( nitxi  , участвую-
щих в процессе; 

4.  Для диалектического анализа процес-
сса используются соотношения (1) и (2);  

5.  При необходимости строятся графики 
противоположностей, развития процесса и 
функции цикличности.  

Модель управления  
противоположностями 

Поставим следующую задачу: определить, 
возможно- ли в процессе движения достичь за-
данную величину D  развития процесса? 

Очевидно, что согласно формуле (1), 
ответом на поставленный вопрос является 
существование решения уравнения 

D
a

txa
n

i
i

n

i
ii











1

2

1

)(
.                       (7) 

Нетрудно заметить, что для двумерного 
случая с учетом формулы (3) соотношение (7) 
эквивалентно равенству  

Dtxtx



2

)()( 21 . 
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Отметим, что формула (7), по сути, по-
зволяет определить возможность достижения 
поставленной цели D  в ходе диалектического 
движения. 

Допустим, что в ходе движения мы вво-
дим управления )(tui , корректирующие про-

тивоположности )(txi , где 
__

,1 ni  , таким об-
разом, что новые противоположности прини-
мают вид  )()( tutx ii  . 

Очевидно, что при введении управле-
ний функция развития процесса примет вид 










 n

i
i

n

i
iii

a

tutxa
tF

1

2

1

)]()([
)( . 

При введении управлений задачу опре-
деления управлений, позволяющих достиг-
нуть наибольшей величины цели, можно за-
писать следующим образом: 

найти 











n

i
i

n

i
iii

ut
a

tutxa

tnut

1

2

1

,

)]()([
max

)(),...,(1

, 

где )(
_

tU , ))(),...,(()( 1

_
tututU n ,   – 

множество всех допустимых управлений 
движением. 

Пусть процесс движения находится в 
застое, то есть справедливо соотношение 

0)(
1




n

i

i
i dt

tdxa . 

Теорема  
Если множество   включает в себя все 

дифференцируемые функции, то управлением 
для любой одной противоположности можно 
изменить направление движения к цели, при-
вести процесс к застою или вывести из застоя.  

Доказательство 
Пусть справедливы соотношения 

)0),.....,(,...,0()(
_

tutU j   

и                      0)(
1




n

i

i
i dt

tdxa . 

При введении управления в формулу 
развития получим цепочку равенств: 

.
)()()(

)()(

)())()(()(
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tdu

a
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tdxa

dt
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Таким образом, если во множестве уп-
равлений   существует такое управление 

)0),.....,(,...,0()(
_

tutU j , что справедливо не-

равенство 0
)(


dt
tdu

a j
j , то движение можно 

направить в сторону достижения цели разви-
тия, если существует такое управление 

)0),.....,(,...,0()(
_

tutU j , что справедливо 

неравенство 0
)(


dt
tdu

a j
j , то – в противопо-

ложное от цели развития направление. В обо-
их случаях введением управления одной про-
тивоположности можно вывести развитие из 
застоя.  

Таким образом, теорема доказана. 
Отметим, что если множество   со-

стоит из счетной и конечной совокупности 
управлений, то необходимые управления для 
вывода развития из застоя можно выбрать 
простым методом перебора. 

Легко видеть, что при выполнении ус-

ловия 0)(
1




n

i

i
i dt

tdua  движение будет на-

правляться в строну достижения цели разви-

тия, а при условии 0)(
1




n

i

i
i dt

tdua  выход из 

застоя будет направлен в противоположную 
строну от заданной цели. 

Математическая модель  
кластерных противоположностей 

Пусть )(txi
j  – противоположности, уча-

ствующие в процессе движения, объединен-
ные в кластеры, i

ja  – компоненты цели дви-
жения в кластере, где i  – порядковый номер 
кластера, j  – порядковый номер противопо-

ложности в кластере, 
__

,1 ki  , 
___

.1 imj  , k  – 
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количество кластеров, im  – количество про-
тивоположностей в кластере i . 

При введенных обозначениях развитие 
процесса в каждом кластере определяется 
формулой 

 






i

i

m

j

i
j

m

j

i
j

i
j

i

a

txa
tF

1

2

1
)(

)( .                  (8) 

Пусть вектор  kbbB ,...,1  определяет 
весовые коэффициенты влияния каждого из 
кластеров на движение в целом, причем, вы-

полняются условия )1,0(ib , 
__

,1 ki  , 1
1




k

i
ib . 

Аналогично формуле (1) можно записать 
функцию кластерного развития )(t : 







 k

i
i

k

i

i
i

b

tFb
t

1

2

1

)(
)( .                      (9) 

Функция кластерной цикличности  )(ty  
примет вид 

 






k

i
i

k

i
i

k

i

i
i

tFb

tFb
ty

1

2

1

2

1

)(

)(
)( .         (10) 

С учетов равенств (1) и (8) формулы (9)  
и (10) примут вид 

 



 




 

 k

i
i

k

i

m

j

i
j

i
jm

j

i
j

i

b

txa
a

b

t

i

i

1

2

1 1

1

2
)(

)( ,        (11) 

 

 













































k

i
m

j

i
j

m

j

i
j

i
jk

i
i

k

i
m

j

i
j

m

j

i
j

i
j

i

i

i

i

i

a

txa
b

a

txa
b

ty

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

)(

)(

)( . (12) 

Аналогично свойству противоположно-
стей, входящих в отдельный кластер, можно 

сформулировать положение о том, что количест-
во кластеров, участвующих в движении, четно. 

С учетом управлений )(tu i
j  для каждой 

противоположности )(txi
j , входящей в класс-

теры, формулы (11) и (12) примут вид 

 



 




 





 k

i
i

k

i

m

j

i
j

i
j

i
jm

j

i
j

i

b

tutxa
a

b

t

i

i

1

2

1 1

1

2
)]()([

)( ,   (13) 

 

 

















































k

i
m

j

i
j

m

j

i
j

i
j

i
jk

i
i

k

i
m

j

i
j

m

j

i
j

i
j

i
j

i

i

i

i

i

a

tutxa
b

a

tutxa
b

ty

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

)]()([

)]()([

)( . 

Правило перехода количества  
в качество 

Поставим задачу: по известным функ-
циям противоположностей )(),...,(1 txtx n  най-
ти вектор цели движения 

 
_

1 ,1,0,,,..., niaconstaaaA iin 


. 
Эту задачу можно математически опи-

сать следующим образом: 

найти            



n

i

T

iiaa
dtatx

n 1 0

2

,.....,
)(min

1

        (14) 

при ограничениях: 0
1




n

i
ia , 

 
________

,1,,1,0:, nijniaaji ji  , 0T , 
где T  – время начала существования системы 
в новом качестве. 

Легко видеть, что решение задачи (14) 
описывается формулами: 

T

dttx
a

T

i

i


 0

)(
,                     (15) 

при условии  

0)(
1 0

 


n

i

T

i dttx , 0T .           (16) 
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Примем в качестве гипотезы следующее 
утверждение: 

– При переходе системы из одного каче-
ства в другое меняется вектор цели развития. 

С учетом гипотезы и соотношения (15) 
и (16) сформулируем закон перехода количе-
ства в качество следующим правилом: 

1. Так как система находится в настоя-
щем качестве, то для нее описаны функции 
противоположностей )(),...,(1 txtx n  и известен 

вектор  
_

1 ,1,0,,,..., niaconstaaaA iin 


. 
2. С течением времени T  процесса 

движения вычисляются компоненты is  век-
тора цели по формуле  

T

dttx
s

T

i

i


 0

)(
. 

Элементы вектора  nssS ,...,1  нор-

мируются, исходя из условий 



2

1
1

n

i
is  для 

0is  – на отрезке ]0,1[ , и 



n

ni
is

12

1  для 

0is  – на отрезке ]1,0[ , где 2n  – количество 
отрицательных компонентов в векторе S . 

3. Если справедливо соотношение 

  


n

i
ii sa

1

2 , 0 , то считаем, что сис-

тема перешла в новое качество, и необходимо 
заново определять векторы цели  развития 
системы и функций противоположностей. 
Отметим, что число   можно считать мерой 
перехода системы в новое качество. При этом 
время T  будет определять время перехода 
системы в новое качество. 

В качестве примера использования пра-
вила рассмотрим описанную выше задачу о 
диалектике механического движения броса-
ния камня. Учитывая, что противоположности 
описываются соотношениями (6), можем за-
писать условие перехода количества в качест-
во цепочкой равенств: 

)17(.0
2

626
)()(

20

3203

0 0
21



 

Tv

TgTvTgdttxdttx
T T

.  

Последнее равенство в цепочке (17) по-
зволяет записать соотношение: 0T , кото-
рое противоречит условию (16), а, значит, пе-
реход в новое качество рассматриваемого ме-
ханического движения в рамках поставленной 
задачи о динамике подбрасывания камня 
вверх невозможен. 

Отметим, что при кластерных противо-
положностях переход количества в качество 
осуществляется при изменении компонент 
цели хотя бы в одном кластере из всей сово-
купности кластеров. 

При введении управлений для противо-
положностей описанное выше правило пере-
хода системы в новое качество остается тем 
же, но при изменении в соответствующих 
формулах функций )(...,),(1 txtx n  на функ-
ции )()(...,),()( 11 tutxtutx nn  .  

Очевидно, что предлагаемое правило, 
описывающее непрерывные противоположно-
сти, можно легко адаптировать к дискретным 
значениям противоположностей, то есть, к 
случаю, когда значения противоположностей 
известны во временных точках. 

В дискретном случае правило записы-
вается следующим образом. 

1. Так как система находится в настоя-
щем качестве, то для нее описываются значе-
ния функции противоположностей 

)(),...,(1 lnl txtx , 1 ll tt , 
__

,1 Ll  , 00 t  в 
конкретных временных точках и известен 

вектор  
_

1 ,1,0,,,..., niaconstaaaA iin 


. 
2. Вычисляются компоненты is  вектора 

цели по формуле 
L

L

l
lill

i T

txtt
s





 1

1 )()(
. Эле-

менты вектора  nssS ,...,1  нормируются, 

исходя из условий 



2

1
1

n

i
is  для 0is  – на 

отрезке ]0,1[ , и 



n

ni
is

12

1  для 0is  – на 

отрезке ]1,0[ , где 2n  – количество отрица-
тельных компонентов в векторе S . 

3. Если справедливо соотношение 

  


||
1

2
n

i
ii sa , то считаем, что система 

перешла в новое качество, и необходимо 
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заново определять векторы цели развития 
системы и численных значений функций про-
тивоположностей. При этом время 

L
T  будет 

определять время перехода системы в новое 
качество. 

Отметим, что начинать реализовывать 
дискретное правило можно со значения 1L , 
а затем при последовательном получении ве-
личин )(),...,( 111  LnL txtx  можно циклически 
использовать правило для выявления перехо-
да системы в новое качество при каждом уве-
личенном на единицу значении L . 

Моделирование закона отрицания 
отрицания 

Будем предполагать, что общий вектор 

цели 
_
A  для всех качеств системы имеет вид 

 NaaA ,...,1

_
 . 

Пусть вектор цели 1A  для первого каче-
ства системы имеет вид 

 0,...,0,,..., ]1[]1[
11 1naaA  , 

причем, Nn 1 .  
Для второго качества системы вектор 

цели 2A  имеет вид 
 0,...,0,,...,,,...,,0,...,0 ]2[]2[

1
]2[]2[

2 211 nnnj aaaaA   
и т. д., где верхний индекс, заключенный в 
квадратные скобки, определяет порядковый 
номер качества системы.  

Таким образом, закон отрицания отри-
цания можно математически сформулировать 
следующим образом: 

– При переходе системы из одного ка-
чественного состояния в другое качествен-
ное состояние отрицание отрицания харак-
теризуется присутствием в векторе цели 
последующего качества системы некоторых 
элементов, присутствовавших в векторе со-
стояний предыдущего качества, но с воз-
можным изменением их численных значений. 
Под отрицанием предыдущего качества сле-
дует понимать появление новых отличных от 
нуля элементов в векторе цели нового каче-
ства системы. 

Отметим, что на основе правила пере-
хода количества в качество, описанного в 
предыдущем разделе, зная противоположно-
сти для каждого качественного состояния 
системы, можно вычислить численные значе-
ния элементов вектора цели для каждого ка-

чества, а, значит, определить новые и повто-
ряющиеся типы векторов цели качественного 
состояния системы, говорящие об отрицании 
и отрицании отрицания предыдущих качеств 
новым качеством системы. 

Для иллюстрации отсутствия проявле-
ния закона отрицания отрицания для конкрет-
ных форм движения можно использовать 
функцию цикличности (2), как это сделано в 
примере на рис. 3. 

Заключение  
Таким образом, в настоящей статье 

предложены  математические модели, описы-
вающие философские законы Гегеля. Эти мо-
дели могут применяться при численном ана-
лизе диалектических процессов, проходящих 
в некоем виртуальном мире, например мире 
цифровых двойников человека. Описанные в 
статье модели можно использовать при созда-
нии компьютерных игр, сценарии которых 
учитывают, в числе прочего, смену общест-
венно-экономических формаций.  

Предложенные в статье математические 
модели, несомненно, могут быть усовершен-
ствованы, усложнены и доработаны с целью 
более адекватного описания реального мира. 
Но на наш взгляд, явные закономерности ок-
ружающей нас реальности, например измене-
ние качественного состояния политических и 
экономических процессов, уже сейчас можно 
описать с помощью предложенных математи-
ческих моделей виртуального мира, а резуль-
таты исследований по управлению противо-
положностями можно применять при управ-
лении человеческим социумом, вплоть до 
оценки близости реального вектора развития 
к запланированному. 
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