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отцу Витольду Степановичу Паку посвящаю
Введение
Мой отец, известный горный инженер, действительный член НАН Украины, окончил в 1911 г. Томский технологический институт и возглавил в Сучане горное предприятие, снабжавшее углем Тихоокеанскую эскадру и практически все При​морье. За пятнадцать лет работы он построил по своим проектам две шахты, обогатительную фабрику, электростанцию, проло​жил железнодорожную ветку и многое другое. Сейчас для этого потребовалось бы несколько проектных институтов и строитель​ных организаций, где работают сотни специалистов с высшим образованием. Подумать только: сотни и один! Неужели мы так поглупели по сравнению с нашими отцами и дедами? Нет, вроде, и знаем как будто бы больше и персональные компьютеры используем, а не логарифмические линейки. Так в чем же дело?
На этот вопрос своеобразно отвечал сам Витольд Степанович, не любивший, но вынужденный лечиться у нескольких врачей: «У нас в Сучане был всего один доктор, который и роды принимал и зубы дергал и грыжи вправлял, а сейчас медицина так усложнилась, что всемером ходят клистир ставить: один - специалист по растворам, другой - по оборудованию и т.д., ну а седьмой знает, куда его вставлять!» Так дразнил он врачей. Но те тоже были не лыком шиты: «Все верно! А Вы знаете, какая была отчетность у Вашего эскулапа? Очень простая: скончался от сердца, от желудка, от легких или взят милостью Божьей. А сейчас сколько болезней расплодилось?!»
Только не болезней, а информации и не только в медицине, а во всех видах человеческой деятельности. Именно «информационный взрыв» - эта характернейшая особенность современного этапа НТР, вызывающий быстрое ее старение, привел к такому положению.
Действительно, если на рубеже XIX и XX вв. «период удвоения информации» составлял 30-40 лет и знаний, полученных в институте, хватало практически на всю активную часть жизни специалиста, то сейчас он сократился до 5 лет, из-за чего значительная часть, особенно технической информации, полу​ченной в вузе, оказывается устаревшей к периоду его самостоятельной работы. Поэтому рецептурный способ обучения, кото​рый в начале века давал прекрасные результаты, сейчас оказы​вается неприемлемым. Информационный взрыв в корне меняет не только содержание, но и саму цель высшего образования - научиться правильно учиться, ибо специалисту придется учиться непрерывно всю жизнь, самостоятельно обновляя и пополняя свои знания. И делать это надо с радостью, затрачивая минимум сил и времени!
В современную эпоху НТР, как никогда ранее, возрастает роль фундаментальных наук (математики, физики, философии и др.), большая устойчивость которых (по сравнению с прикладными науками) и является «цементом», скрепляющим быстро растущее здание современной науки и техники. Прочно усвоив фундаментальные понятия, основные принципы и логику раз​вития своей отрасли (а для этого специальные дисциплины должны излагаться проблемно, а не рецептурно), молодой специалист будет чувствовать себя уверенно в быстро меняю​щейся обстановке, скорее сформируется и начнет давать отдачу.
Современная эпоха НТР характеризуется еще одной особенностью: быстрое разрастание направлений исследований (ди​вергенция знания) постепенно сменяется конвергенцией, заключающейся в том, что новые направления роста возникают на пересечении многих наук и этот процесс начинает превалиро​вать, что и понятно, поскольку решаемые задачи настолько усложнились, что не могут быть решены в рамках одной науки и требуют привлечения методов и средств других отраслей знаний. Например, средневековые схоласты спорили о том, что первично: курица или яйцо? В рамках самого спора задача решения не имеет (без яйца нет курицы, но без курицы нет яйца). Если же привлечь данные других наук, например, палеонтологии, то нетрудно видеть, что из яйца вылуплялись не только куры, но и их прародители, а также прародители птиц летающие ящеры и т.д., т.е. яйцо старше курицы, а следовательно, оно первично.
В данном случае для решения задачи оказалось достаточным привлечение одной дополнительной науки. В других слу​чаях речь идет о нескольких десятках или даже сотнях наук, как, например, в случае решения «задачи о ядерной зиме», оказавшей огромное влияние на смягчение международных отношений, поскольку, как выяснилось в результате ее реше​ния, в ядерной войне не может быть победителей. Неважно, по чьей территории будет нанесен первый удар. Его последствия будут катастрофичны для всех стран: огромной мощности тучи, состоящие из продуктов горения, на долгие десятилетия закро​ют всю поверхность Земли, что в сотни раз снизит приток солнечной энергии к ее поверхности и приведет к гибели всего живого.
Конвергенция наук, как и отмеченные выше другие особенности современного этапа НТР, не может не найти отражения в практике высшей школы. Уже сейчас изолированное изложение дисциплин, особенно фундаментальных, совершенно недопус​тимо, поскольку даже хороший ее выпускник подобен полке, на которой стоят конспекты лекций, разделенные непроницаемы​ми обложками, а не кристаллу лазера, в узлах решетки которого (подобно атомам) разместились соответствующие разделы зна​ния, синергично взаимодействующие между собой и способные рождать мощнейшие всплески творческой энергии. Поэтому нужно усиливать межпредметные связи, особенно между фундаментальными, общеинженерными и профилирующими дисциплинами, как путем более полного использования методов фундаментальных наук в курсах, читаемых выпускающими кафедрами, так и пропедевтического решения проблем специальных дисциплин в курсах фундаментальных наук с учетом специфики инженерного творчества.
Беда нашего общества - это крайний его конформизм, обезличенность (обратная сторона единодушия!), а без ярких и самобытных лиц не может быть развития. Поэтому главной задачей современного высшего образования является воспитание творческой высоконравственной личности, ответствен​ной перед обществом за свои решения, для чего именно «чело​веческий фактор» должен быть поставлен во главу его угла, т.е. речь идет о необходимости гуманитаризации любого, в том числе и инженерного образования. При этом не следует ограничиваться введением дисциплин гуманитарного профиля (к чему сейчас все и сводится), а необходимо в корне перестроить преподавание всех, в том числе и фундаментальных дисциплин, положив в основу «драму научных идей», демонстрируя элемен​ты творческой лаборатории великих создателей науки и техни​ки, подчеркивая, с одной стороны, историческую необходимость их открытий и изобретений, а с другой - их творческую независимость, способность противостоять общепринятым тра​дициям и взглядам, опережать свое время. Как говорил Витольд Степанович: «Личность может воспитать только личность на своем примере или на примере еще более яркой личности».
Отмеченные выше особенности современного этапа НТР постепенно (хотя и медленно) находят отражение в практике перестройки высшего образования. Для ускорения этого процес​са необходимы не только директивы сверху, но и встречное движение со стороны преподавательского корпуса, особенно при подготовке новых учебников и учебных пособий.
Настоящая работа - это посильный вклад автора в решение этой проблемы. В ней отражен опыт преподавания курса высшей математики при тесном взаимодействии с кафедрами других фундаментальных, общеобразовательных и специальных дисциплин, а также личный опыт научной, изобретательской и преподавательской деятельности автора.
1. ЕДИНЕНИЕ - ИСТОЧНИК СИЛЫ И РАЗВИТИЯ
1.1. ЧТО ДАЕТ ЛЮДЯМ МАТЕМАТИКА?

Выдающийся энциклопедист Карл Маркс (используя тео​рию которого, капитализм сумел вынести все потрясения и найти более устойчивую, человеческую форму) в беседе с Полем Лафаргом заметил, что наука только тогда достигает совершен​ства, когда ей удается воспользоваться математическими мето​дами. Более ста лет прошло с тех пор и сейчас никого не удивляют словосочетания «математическая физика», «матема​тическая лингвистика», «математическая психология», «мате​матическая география» и др. Более того, возникновение такого словесного кентавра говорит о том, что период накопления «критической массы» информации в данной отрасли знания завершен, что сформулированы основные задачи, сделан пере​ход от качественных оценок к количественным, построены математические модели рассматриваемых процессов, во много раз ускоряющие и упрощающие их исследование.
Так что же дает людям математика - сухая теоретическая наука, не синтезирующая новых веществ, как химия, не открывающая новых источников энергии, как физика, не снабжающая нас полезными машинами и вещами, как техника?
Чтобы ответить на этот вопрос, нужно уяснить, чем занима​ется человек на Земле. Так вот, чем бы он ни занимался, какую бы сторону материального мира ни изучал, всегда после накопления определенного объема информации о данном объекте он стремится привести ее в определенную систему, упорядочить, выделить главные факторы, установить их взаимосвязь, на основе чего понять механизм работы объекта, т.е. построить его упрощенную модель.
Создание такой модели позволяет прежде всего в наиболее компактной форме представить всю накопленную информацию. Например, вся информация о механическом движении тела заключена во втором законе Ньютона F = dmv/dt. Свертка информации, представление ее в виде формулы или уравнения - одно из главных достижений математики.
Исследование полученной модели позволяет предсказывать новые, ранее неизвестные особенности функционирования объекта и задать природе содержательный вопрос (поставить целе​направленный эксперимент): так ли это на самом деле или не так? Оба ответа дороги: если так, то можно полезно использовать открывшиеся возможности, продвинуться дальше, задать но​вый вопрос, если не так, то нужно разобраться в чем дело, подправить модель и т.д. В результате, знание углубляется и расширяется. Но новое знание не отрицает полностью старого, поскольку и в нем также содержались крупицы истины, а включает его в себя как частный случай. Это один из важнейших принципов построения научного знания, который называется принципом соответствия и является проявлением философского закона отрицания отрицания. Например, волновая теория света отрицает корпускулярную, а квантовая теория отрицает волновую, но включает в себя и ту и другую, поскольку свет в одних условиях ведет себя как волна, а в других как совокупность корпускул.
Как же строится математическая модель? В зависимости от того, какой исходной информацией мы обладаем. Например, наблюдая спектр отдаленного космического объекта, по смещению спектральных линий (на основе эффекта Допплера-Физо) можно определить его скорость относительно нас. Простое интегрирование дает возможность от скорости перейти к траек​тории объекта. Рассмотрим еще один пример, связанный с упомянутым выше «информационным взрывом». При этом будем исходить из того, что НТР - это следствие роста народо​населения и естественного желания, чтобы дети наши жили лучше нас. Для этого, в частности, необходимо, чтобы увеличение численности людей, описываемое функцией Λ(t), опережалось ростом производства II(t), который в свою очередь определяется ростом техники T(t), а последняя ростом науки H(t). Таким образом, необходимо иметь
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(Подумайте, почему в приведенном соотношении фигурируют не абсолютные, а относительные приращения).
Если рассматривать человечество как систему без принципиальных ограничений, а, по-видимому, так оно и есть (вспом​ним гордые слова К.Э.Циолковского о том, что Земля - колыбель человечества, но нельзя всю жизнь лежать в колыбели), то относительная скорость dΛ/Λdt изменения его численности может быть принята равной КΛ, тогда dΛ/Λdt  = КΛ, откуда
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где Λо - число людей в момент времени t , когда была проведена перепись населения.
Аналогично можно получить (3)
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где   с учетом (1)
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Если Кн,  Кт, Кп, КΛ- постоянные, то (2) и (3) - экспоненты, обычно принимаемые демографами для описания динамики развития человечества (рис. 1). При внимательном изучении данных демографии видно, что число людей, занятых в науке и технике, растет быстрее объема их продукции (ΔΛН/ΛН >ΔН/Н), а это значит, что наступит время t*, когда число инженеров и ученых должно стать больше числа людей! Это - «обратная сторона медали» НТР (рис. 2). Причем, время t* - не в прекрасном далеке, а приходится на первую четверть XXI в.
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Рис.1. Динамика развития основных видов человеческой деятельности
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Рис.2. Демографический парадокс

Первая причина «демографического парадокса» - экстенсивный рост науки и техники, вторая - расточительный образ ведения хозяйства, свойственный «индустриальному общест​ву», следствием которого является соотношение (4). Постиндус​триальное общество, к которому мы должны прийти в самое ближайшее время, вместо (4) должно иметь
КН ≈ КТ≈ КП≈ КЛ                                                                                               (5)

Ну как, додумались, почему в (1) рассматриваются относительные величины, а не абсолютные? Дело в том, что абсолют​ные величины, входящие в (1), имеют различную физическую размерность и поэтому несравнимы между собой, а относитель​ные - безразмерные и приведены к одному масштабу. И вообще, при построении модели всегда лучше иметь дело с безразмерны​ми величинами, так как под знаком любой функции (а решение чаще всего получается как комбинация различных функций) обязательно должна стоять безразмерная величина.
Теперь постараемся понять, почему научная продукция не пропорциональна числу ученых. Дело даже не в том, что с ростом ΛН падает престиж ученых и в науку вовлекается все большее число (мягко выражаясь) «середняков», а в том, что наука сейчас делается в больших коллективах, в связи с чем значительная часть времени уходит на совещания, согласова​ния, общение и др., не говоря уже о том, что когда народу много, то «сачковать» значительно легче.
Если в группе, тесно связанной между собой и занимающей​ся одной проблемой, работает n человек, то каждый из них может общаться с n -1 ее членами, т.е. всего связей (общений) в группе будет n(n-l). Пусть все работают одинаково хорошо, тогда объем созданной продукции будет пропорционален n, a объем потерянной продукции пропорционален n(n-l). Таким образом, для объема продукции данной группы имеем
Н = an -bn(n-l) = (a+b)n-bn2,
                                  (6)
где а и b - коэффициенты продуктивности и потерь,
соответственно.
Из (6) следует, что существует оптимальная численность коллектива
n* = (а + b)/2b,
                                  (7)
при которой его научная продукция Н достигает максимума
                                            Hmax = (a + b)2/4b.                                       (8)
Нетрудно видеть, что Нmax ≤ an*. Действительно, подстав​ляя в это неравенство выражение (8), после очевидных сокраще​ний имеем  а ≥ b, что очевидно, поскольку при a < b получаем п* < 1, а это невозможно. Даже в хороших коллективах редко бывает, чтобы b ≤ 0,1a, отсюда с помощью (7) получаем п* ≤ 5,5, т.е. иметь в группе, занимающейся одной проблемой, более 5-6 человек нецелесообразно. А если ее численность достигнет
n* = (а + b)/b,
(9)
то продукция такого коллектива обращается в нуль, поскольку все силы уходят на общение и выяснение отношений.
Более информативной является величина научной продук​ции, приходящаяся на одного члена коллектива
Н/n = а - b (n - 1).                                          (10)
Из выражения (10) видно, что она достигает наибольшего значения при n = 1 и с увеличением n уменьшается. Поэтому хороший специалист-универсал (энциклопедист) дает большую относительную отдачу, чем группа из нескольких узких специ​алистов.
А можно ли стать таким специалистом, хватит ли у нас ума, памяти и т.д.? Психологи говорят, что хватит, поскольку сейчас мы используем свои потенциальные возможности не более, чем на пять процентов. Природа наградила нас необыкновен​но   мощным   мыслительным   и   запоминающим   устройством.

Известны люди, которые считают быстрее ЭВМ и способны запомнить с одного раза энциклопедический словарь объемом 500 печатных листов, содержащих около 20 млн печатных знаков. И это не предел, поскольку и они используют свой мозг не более чем на 10 процентов.
Что же мы носим в своей голове? Только в коре больших полушарий мозга содержится свыше 15 млрд нейронов, каждый из которых для своего моделирования требует солидной ЭВМ.

Но даже если представить себе, что нейрон - это двухпозиционное реле (открыто-закрыто), то и в этом простейшем случае число состояний коры больших полушарий нашего мозга равно
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На самом деле это число гораздо больше, если учесть множество всевозможных ансамблей, образуемых нейронами, меняющихся в зависимости от решаемой задачи. Но остановимся на числе 
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. С чем можно сравнить его? Оказывается, ни с чем! Во всей наблюдаемой части Вселенной (а это шар радиусом 20 млрд световых лет!) число элементарных частиц составляет всего 1040. В принципе, человек мог бы запомнить положение каждой из этих частиц! Поэтому, когда говорят, что человек - это целая Вселенная, то, как видим, гиперболой здесь и не пахнет.
Природа наградила нас необыкновенно щедро, видимо, рассчитывая в будущем на адекватную отдачу. Пока же мы ведем себя, как неразумные, неблагодарные, эгоистичные дети.
Итак, моделирование характерно для любой отрасли науки и техники. Оно, в принципе, характерно и для других видов человеческой деятельности, например, искусства, хотя здесь модели получаются не столь четкими и однозначными, и их анализ основан на интуиции художника, который вместо мате​матического использует свой психофизический аппарат, пропуская через призму своего Я все состояния своих героев.

В не меньшей степени интуиция, умение «влезть в шкуру» другого человека или даже предмета необходимы и творцу науки и техники, особенно на стадии формирования модели (доматематическое моделирование). Наиболее ярко это проявляется при решении изобретательских задач, когда «вживание в образ» данного процесса или устройства позволяет непосредственно почувствовать их слабые места и устранить их. Такое умение представить себя в роли изучаемого объекта носит название эмпатии, является наиболее сильным орудием изобретательского искусства и свойственно большинству творчески активных исследователей и изобретателей.
Итак, научно-техническое творчество не столь уже далеко от творчества актера, писателя, композитора. Поэтому широко обсуждавшаяся проблема «физиков и лириков» лишена содержания, ибо каждый хороший физик (читай - инженер) должен быть неплохим лириком (обратное не обязательно!). Отсюда совершенно очевидна необходимость гуманитаризации высшего образования, независимо от специальности обучаемого.
Таким образом, математика не только обеспечивает наибо​лее эффективное свертывание информации, но и является мощ​ным средством теоретического познания окружающей действительности, предлагая наиболее общие и универсальные модели для изучения ее закономерностей, из которых (как из детского набора «Конструктор») строятся иные, менее общие модели других наук.
Но это еще не все! Наш «первый университет» Михайло Васильевич Ломоносов говорил, что «математику затем учить надо, что она в порядок ум приводит». То есть, математика - это гимнастика ума, инструмент развития интеллекта, особенно логического мышления, необходимого для любого человека, независимо от его профессии и рода деятельности (выходит, что и лирику неплохо быть немного физиком). И в этом плане математика безусловно является наукой гуманитарной, разви​вающей «ментальное тело» человека, и подобна физкультуре, направленной на развитие его «физического тела».
Наконец, математика - это великое историческое и культур​ное достояние человечества (как литература, музыка, живопись, театр, кино и др.), поэтому современный человек, не знающий математики, выглядит так лее ущербно, как не умеющий читать, писать или плавать.
1.2. МАТЕМАТИКА  И  ФИЛОСОФИЯ
Великий Исаак Ньютон на заре становления физики как науки предостерегал: «Физика, бойся метафизики!» Иными словами, чем в физике меньше философии, тем лучше. Прошло всего 200 лет и другой великий физик - Эйнштейн сказал: «Вся физика есть метафизика!».
Конечно, эти высказывания полемически заострены, но они отражают резкое изменение отношения современных ученых (и не только физиков) к методологическим проблемам науки. И это не случайно. Современная наука и техника во столько раз увеличили познавательную мощь человека, мысль которого проникает вглубь элементарных частиц и вширь безграничной Вселенной, что для понимания открывающихся закономернос​тей нужен весь багаж человеческих знаний, весь опыт развития науки и техники, по крупицам собранный и обобщенный философией.
Многовековой опыт развития человеческого знания показы​вает, что рано или поздно в любой науке возникают проблемы, которые не могут быть решены только ее средствами. Требуется помощь других наук. Эта «проблема неполноты» любой доста​точно сложной системы знаний была строго доказана на примере арифметики К.Геделем в 1930 г., что явилось, с одной стороны, логическим обоснованием фундаментального положения о неис​черпаемости процесса познания (удивительно, как профессио​нальные философы этого не заметили!), а с другой - вскрыло причину наблюдающейся сейчас интеграции наук. И решаю​щую роль в такой интеграции играет дуэт философии и матема​тики как наиболее общих (фундаментальных) и устойчивых в период информационного взрыва наук.
Вот что пишет по этому поводу известный историк науки акад. Б.М.Кедров: «Весь процесс развития науки характеризу​ется как «отрицание отрицания»; от первоначальной единой, нерасчлененной науки к ее дифференциации как первому отри​цанию (отрицается исходная единость, нерасчлененность на​уки), а затем вновь к единой науке, но уже в новом понимании ее единства, возникающем в результате доведенной до полного завершения интеграции наук, как второго отрицания (отрица​ется распадание наук на отдельные, изолированные между собой отрасли)». Заметим, что впервые на эту особенность развития наук обратил внимание К.Маркс, который говорил, что со временем возникнет единая наука, включающая в себя как естественные, так и общественные науки, главным объектом которой будет человек.
Чем объясняется познавательная мощь таких различных наук, как математика и философия? Что общего между ними и каковы их отличия? Какова их связь с другими отраслями человеческой деятельности? Рассмотрим эти вопросы.
В  математике,  которая  одной  из  первых отделилась  от первом и третьем этапах играет философский подход и исполь​зуется психофизический аппарат человека, на втором - матема​тический подход. К сожалению, эта сторона дела не получает должного звучания ни при изучении математики, ни в курсах спецдисциплин, ни на семинарах по философии. Особенно плохо это для технических вузов, где вопросы тесного взаимодействия фундаментальных и технических наук наиболее актуальны. Последнее, как говорилось ранее, обусловлено быстрым старе​нием технической информации и, чтобы «не распалась связь времен», ее нужно непрерывно переосмысливать, обновлять, обогащать, используя данные и методы фундаментальных наук, особенно математики и философии.
Сказав, что математика и философия взаимодействуют при решении любой задачи (хотя мы не всегда это осознаем), рискую вызвать неудовольствие как у философов («царица наук» превращается в Золушку), так и у представителей других отраслей знания (как можно в «точные науки» вносить методы, с по​мощью которых «обосновывались» любые решения партии и правительства). Что можно на это ответить? Философия - это информационный банк других наук. А начиная любое дело, где брать ссуду, как не в банке (главное, чтобы в нем не было жуликов).
Однако взаимодействие это отнюдь не безоблачно, ведь математика и философия прямо противоположны в своих под​ходах (количественное и качественное моделирование). Вначале вся единая наука была сплошь философской. Затем от нее отделилась математика и, окрепнув, стала проникать в другие отрасли, отторгая их от философии. Например, опубликовав в 1687 г. главный труд своей жизни «Математические начала натуральной философии», Ньютон навсегда отделил от филосо​фии проблемы земной и небесной механики. Победное шествие математики вроде бы сужает поле деятельности философии, отделяя от нее все новые и новые направления. Но это на первый взгляд, поскольку с увеличением фронта поиска истины (на границе знания и незнания), когда еще математические модели не сформированы, работает философский подход, т.е. область ее применения увеличивается. Уменьшается в одном и увеличива​ется в другом, с одной стороны - спорит, с другой - сотрудничает! Одним словом, единство и борьба противоположностей, обеспе​чивающие динамическое развитие науки.
Основным вопросом философии, как считается, является вопрос об отношении мышления к бытию. Материалисты счита​ют, что первична материя, а сознание - продукт развития материи. Идеалисты признают первичным сознание, которое породило материю. Спор этот не может разрешиться уже на протяжении тысячелетий и вряд ли когда-нибудь будет решен окончательно, поскольку определения этих категорий (материи и сознания) меняются, дополняются и расширяются по мере накопления знаний, а процесс этот, как известно, безграничен. И разве столь уж важно, кто первым сказал «Э-э-э», Добчинский или Бобчинский? Допустим, что правы материалисты, и в мире нет ничего, кроме бесконечной в пространстве и времени, несотворимой и неуничтожимой материи со всем разнообразием форм ее движения, которые также несотворимы и неуничтожимы. Что же из этого следует? А то, что мышление, будучи с точки зрения материалистов одной из форм движения материи, также несотворимо и неуничтожимо, т.е. существовало всегда, как и материя. Тогда о какой же первичности или вторичности того или другого можно говорить? А теперь представим себе, если мышление развивалось бесконечно долго, то до каких же высот оно смогло дойти? Так ли уже противоположны эти позиции?
В течение столетий соперничали между собой волновая и корпускулярная теории света, предоставляя многочисленные свидетельства своей правоты, пока в начале нашего столетия не соединились в квантовой его теории, где свет - это частица и волна одновременно. Не произойдет ли это и в философии?
Что же касается основного философского вопроса в матема​тике, то он единственный и не вызывает никаких раздоров, а именно, это вопрос об отношении математического знания к реальности. Мы будем исходить из того, что материя и разум неразделимы, т.е. не могут существовать друг без друга. Даже элементарная частица, существуя объективно, воздействует на окружающий мир и воспринимает его воздействие, т.е. отражает мир в себе, а что есть отражение как не начальная ступень разума? Поэтому объектом изучения любой науки (включая и теологию) являются различные формы движения такой мате​рии, а целью изучения - установление закономерностей движе​ния и развития этих форм.
Сказанное в равной степени относится и к математике, которая (по словам Энгельса) имеет своим объектом простран​ственные формы и количественные отношения реального мира. Число и форма - это объекты изучения арифметики и геометрии - двух столпов, на которых зиждется математика.
С глубокой древности люди накапливали все больше сведе​ний о количестве, размерах и форме различных предметов. Возникла необходимость привести их в порядок, чтобы легче было передавать эти знания из поколения в поколение. Чтобы выделить некоторое количество предметов, вначале люди их просто называли в определенном порядке. Например, эскимосы еще в начале нашего века на вопрос, сколько у них собак, отвечали примерно так: «Собака с оторванным ухом, собака с большими клыками, собака, которая громко лает, и т.д.» Затем при перечислении для удобства запоминания стали загибать пальцы рук. Потребовались тысячелетия, чтобы за количеством конкретных пальцев увидеть абстрактное понятие натурального числа, открытие которого было не менее важным, чем открытие огня или изобретение колеса.
Замечательно, что эту реконструкцию истории математики сделали этнографы, изучая населяющие нашу планету народы, находящиеся на различных ступенях развития (вот еще один пример необходимости взаимодействия различных наук!).
Открытие натуральных чисел произошло на основе так называемой «абстракции отождествления» (образование поня​тий путем объединения одинаковых черт и отвлечения от различных черт предметов).
Жизненная необходимость привела к открытию и арифме​тических операций с натуральными числами. Примечательно, что прямые операции (сложение, умножение, возведение в целую степень) над натуральными числами не приводят к необходимости расширения понятия числа. Они могут быть неограниченно продолжены за счет так называемо и «абстрак​ции потенциальной осуществимости» (отвлечение от реальных границ наших возможностей в пространстве и времени), благо​даря чему уже древние греки пришли к выдающемуся откры​тию: натуральных чисел бесконечно много! Эта бесконечность, простирающаяся вширь, называется экстенсивной.
Обратные арифметические действия (вычитание, деление, извлечение корня), напротив, потребовали существенного рас​ширения понятия числа. Для возможности выполнения операции вычитания стало необходимым ввести отрицательные чис​ла. Для возможности выполнения операции деления пришлось ввести рациональные числа. И, наконец, чтобы осуществить операцию извлечения корня потребовались иррациональные и комплексные числа.
История математики свидетельствует, что наука эта - не игра досужего ума, а ответ на жизненные потребности общества. Действительно, хотя вычитание проще деления, отрицательные числа появились гораздо позже рациональных. И это понятно, так как дробь уже была нужна при делении добычи, а долги (отрицательные числа) появились, когда общество расслоилось на богатых и бедных, когда стали давать и брать в долг.
Отрицательные и особенно комплексные числа очень долго и мучительно входили в практику математики. Еще в XVII в. уравнение х3 - 3х + 1 = 0 записывалось так х3 + 1 = 3х, лишь бы избежать отрицательных чисел. Страх же перед комплексны​ми числами продержался до конца XVIII в., пока Карл Гаусс не интерпретировал их как точки плоскости z = x + iy с двумя координатами

х и у (
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- мнимая единица).
Эти факты лишний раз подтверждают, что математика, как и другие науки, имеет эмпирическое начало и закономерности ее развития неотделимы от истории развития человечества.
Совокупность положительных и отрицательных целых, ра​циональных и иррациональных чисел образует множество дей​ствительных чисел, непрерывно (сплошь) заполняющих число​вую ось (говорят, что они образуют числовой континуум). Действительных чисел тоже бесконечно много, но эта бесконеч​ность ни в какое сравнение не идет с бесконечностью натураль​ных чисел.
Чтобы почувствовать мощность этой бесконечности (она называется интенсивной), проделаем следующий мысленный эксперимент. Рассмотрим два отрезка параллельных прямых |АВ| и |ab| (|АВ| > |ab|). На них в некотором масштабе отложим отрезки, концы которых соответствуют натуральным числам. Между последними расположатся действительные числа. Где больше чисел на |АВ| или на |ab|? Если речь идет о натуральных числах, то ответ ясен: конечно на |АВ|. А если о действительных числах? Чтобы ответить на этот вопрос, соединим концы рас​сматриваемых отрезков и продолжим их до пересечения в точке О (рис. 3).
Теперь, используя абстракцию потенциальной осуществи​мости, будем на отрезке |АВ| последовательно брать точку М за точкой, проводя через каждую из них и полюс О прямую, а на отрезке |ав| находить соответствующие им точки m. Проделав это, убеждаемся, что каждой точке М отрезка |АВ| соответствует определенная точка m отрезка ab , т.е. и на длинном и на коротком отрезках число точек одинаково! Более того, результат этот не изменится, если отрезок |АВ| сделать как угодно боль​шим, а отрезок [ab] - как угодно малым.
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Рис. 3. Где точек больше: на  аb или на АВ?
Отсюда нетрудно понять, что мощности точечных множеств, расположенных на бесконечной прямой и любом ее отрезке, одинаковы. Аналогичным образом можно показать, что число точек безграничного трехмерного пространства эквивалентно числу точек, заключенных внутри как угодно малой сферы, вплоть до размеров элементарной частицы. И то, что Вселенная около 20 млрд лет назад в результате грандиозного взрыва выплеснулась из элементарной частицы, как в капельке воды отражается в интенсивной бесконечности действительных чисел.
Чтобы иметь возможность сравнивать мощности различных бесконечных множеств, рассматриваемых как бы в завершенной форме (абстракция актуальной бесконечности), были введены Кантором так называемые трансфинитные числа, которые в отличие от действительных чисел, представляющих собой и точку (порядок) и отрезок числовой оси (количество), однолики, поскольку оценивают только порядок.
Первое трансфинитное число X0 соответствует множеству натуральных чисел. Это самая слабая бесконечность. Любое другое бесконечное множество, эквивалентное Хо? называется счетным и оно равномощно множеству натуральных чисел (множество целых чисел, множество рациональных чисел и др.). Второе трансфинитное число X1, соответствует множеству действительных чисел. Множеству всех возможных точечных мно​жеств соответствует следующее трансфинитное число X2, и т.д. (рис. 4). Все эти множества уже несчетные.
X0 1,2,3, … n, 
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Рис. 4. Бесконечные множества различной мощности
Интересна арифметика трансфинитных чисел. В ней, на​пример,
X0 + 1= + X0, X0+ X0 = X0, X1+ X0= X1, … 
Если к множеству действительных чисел добавить множес​тво мнимых чисел, то получится множество комплексных чисел, каждому из которых можно поставить в соответствие точку на плоскости. Аналогично можно построить трех-, четырех-, .., n-мерные числа, и, пользуясь арифметикой трансфинитных чи​сел, доказать, что мощности множеств этих чисел равны X1, следовательно, в n-мерном пространстве точек не больше, чем на прямой. Какие неожиданные и поразительные свойства беско​нечности!
Математика настолько пронизана понятием бесконечности, что ее вполне можно определить как науку о бесконечном. Действительно, такие фундаментальные ее понятия как предел, непрерывность, производная, интеграл и др. активно использу​ют как экстенсивную, так и интенсивную бесконечности.
Отметим, что противоречивый характер бесконечности не​однократно вызывал критические ситуации в истории математи​ки и других наук, и преодоление этих ситуаций стимулировало бурное их развитие.

Еще древние греки, открыв экстенсивную (вширь) и интен​сивную (вглубь) бесконечности действительных чисел, связали их с бесконечностью материи, пространства и времени вширь (безграничность пространства и времени - экстенсивная бесконечность) и вглубь (бесконечная делимость материи, простран​ства и времени - интенсивная бесконечность).
Глубокое учение о бесконечности природы развили Демок​рит и его последователи Эпикур и Лукреций. Последний в бессмертной поэме «О природе вещей» писал:
«Нет никакого конца ни с одной стороны у Вселенной, 
Нет и краев у нее и нет ни конца, ни предела. 
И безразлично, в какой ты находишься части Вселенной, 

Где бы ты ни был, везде с того места, что ты занимаешь, 

Все бесконечной она остается во всех направленьях». 
И далее:
«Если в теченье всего миновавшего ранее века 
Были тела, из каких состоит этот мир, обновляясь, 

То, несомненно, они обладают бессмертной природой, 

И потому ничему невозможно в ничто обратиться». 
Мыслители древней Эллады рассматривали материю, пространство и время в тесной взаимосвязи друг с другом, и в этом смысле их точка зрения гораздо ближе к современной, чем, например, позиция Ньютона, в которой материя, пространство и время рассматривались обособленно. Но не нужно идеализи​ровать древних мыслителей. Атомисты, например, отрицали интенсивную бесконечность,  полагая,  что  в основе материи лежат  вечные  неделимые  атомы,   сплошь  заполняющие  все пространство. Открыв несоизмеримость стороны квадрата с его диагональю (т.е. по-существу, иррациональные числа и интен​сивную бесконечность), эллины предпочли отказаться от этого открытия, чтобы не нарушить атомистическое восприятие мира (как видим, недавние запреты кибернетики, генетики и др. имеют аналоги в истории и не без участия философии!).
Но уже в греческой философии против неделимости материи были выдвинуты серьезные возражения. Заслуга Зенона состоит в том, что более двух с половиной тысяч лет назад он показал противоречивость обеих позиций (делимость и неделимость материи). Его апории «Стрела» и «Стадий» направлены против возможности движения в дискретном пространстве, а «Дихото​мия» и «Ахилл» - в непрерывном пространстве. Хотя уже много веков студенты по требованию преподавателей на экзаменах «успешно» преодолевают апории Зенона, но прав Д.Стройк, говоря, что «они вызвали такое волнение, что и сейчас можно наблюдать некоторую рябь». Вполне возможно, что до конца так и не удастся опровергнуть элеата, поскольку бесконечность неисчерпаема, а Зенон сумел увидеть три вечные проблемы, связанные между собой, а именно: проблему нуля («ничто») - предельный результат делимости материи, проблему непрерыв​ности и проблему существования (как могут существовать непротяженные частицы нулевого размера?).
Второй (после апорий Зенона) кризис математики был связан с созданием исчисления бесконечно малых, которое ока​залось могучим орудием познания. Но смысл основных его понятий, особенно понятия бесконечно малой, оставался совер​шенно неясным. Лишь значительно позднее, в трудах Коши и Вейерштрасса анализ бесконечно малых получил обоснование через понятие предела, непосредственно связанное с интенсив​ной бесконечностью. Само же понятие предела было обосновано Кантором с помощью теории бесконечных множеств.
Не успели математики вздохнуть спокойно, как разразился третий кризис математики, связанный с открытием Рассела так называемого «парадокса брадобрея» (который по условию бреет тех и только тех, которые не бреются сами; спрашивается, может ли он брить самого себя?). Вот что писал по этому поводу Гильберт: «Надо согласиться, что состояние, в котором мы находимся сейчас в отношении парадоксов на продолжительное время невыносимо. Подумайте: в математике, этом образце достоверности и истинности, образование понятий и ход умозаключений... приводит к нелепостям».
В третьем кризисе всплыли старые трудности, которые, казалось, уже дважды были преодолены окончательно: пробле​ма непрерывности, проблема существования и проблема ничто. Несмотря на громадные усилия различных школ и направле​ний, которые привели к выдающимся открытиям, он не преодо​лен и до сих пор. Но в этом нет ничего трагического, так как правильность математических методов проверяется практикой через посредство других наук.
В разгадку тайн бесконечности большой вклад внесли физи​ка и космология. Последняя на основе теории гравитации Эйнштейна показала относительность понятия конечного и бесконечного: что с позиции одного наблюдателя конечно, с позиции другого может оказаться бесконечным. Например, время падения тела в «черную дыру» (заключительный этап эволюции достаточно массивных звезд) с точки зрения внутрен​него наблюдателя (находящегося в «дыре») конечно, а с точки зрения внешнего наблюдателя (находящегося вне «дыры») - бесконечно.
В этом плане интересна разработанная известным физиком М.А.Марковым теория «фридмонов» - мельчайших частиц, названных в честь выдающегося математика А.А.Фридмана, который в 1922 г. на основе решения уравнений общей теории относительности показал возможность расширения Вселенной, что было подтверждено в 1929 г. наблюдениями Э.Хаббла. В теории «фридмонов» на основе современных достижений кван​товой механики и теории тяготения показано, что возможны громадные скопления материи, аналогичные нашей Метагалак​тике, которые с позиции внешнего наблюдателя воспринимают​ся как элементарные частицы. В принципе «внутренняя масса» такой частицы (фридмона) может быть как угодно велика, внутри нее может быть спрятана даже вся Вселенная! Основную роль здесь играет так называемый «дефект массы», заключаю​щийся в том, что сумма масс свободных частиц больше массы их взаимодействующего ансамбля, образование которого сопро​вождается излучением определенной порции энергии, уменьша​ющим массу в соответствии с уравнением Эйнштейна 
Е = mс2. Чем эта порция излучения больше, тем сильнее связаны части​цы в ансамбле, тем больше «дефект массы». В принципе, возможна ситуация, когда «дефект массы» «фридмона» в точ​ности равняется суммарной массе составляющих его частиц. В этом случае такая суммарная частица для внешнего наблюдате​ля исчезнет совсем.
Теория «фридмонов» через века перекликается с гениальной догадкой Анаксагора, считавшего, что атомы - это целые миры, в которых светят звезды, кружатся планеты, живут люди и т.д. И как тут не вспомнить строки Валерия Брюсова, написанные в начале нашего века:
«Еще быть может, каждый атом -
Вселенная, где сто планет.
Там все, что здесь, в объеме сжатом,
Но также то, чего здесь нет».
Последняя строчка вставлена поэтом отнюдь не для рифмы, а несет глубокую мысль (как иногда прозорливы поэты, изуча​ющие действительность другим, нематематическим способом) о том, что природа не любит бесконечных повторов («дурной бесконечности»), что рано или поздно должен произойти качес​твенный скачок, что кроме экстенсивной и интенсивной бесконечности имеется еще неисчерпаемость (бесконечная разнооб​разность) свойств материи.
Развитие самой математики, как и любой другой науки, являет собой пример единства и борьбы двух противоположнос​тей: необходимость удовлетворения потребностей общества (внеш​ние связи) и потребностей самой математики (внутренние связи). Так из нужд практики вышли иррациональные, отрицательные и комплексные числа. Но трансфинитные числа, например, были открыты в связи с необходимостью работать с бесконечны​ми множествами для наведения порядка в основании самой математики.
Аналогичным образом были открыты кватернионы, октавы и другие гиперкомплексные числа, причем математики, сделав​шие эти открытия, гордились тем, что вряд ли когда-нибудь эти числа найдут применение на практике. Но спустя полвека Минковский обратил внимание на то, что кватернионы Q = t - (ix + jy + kz), состоящие из скалярной t (время) и векторной zx + jy + kz частей, являются удобным аппаратом для представления элементарных событий в нашем четырехмерном пространстве - времени, т.е. они имеют большое практическое значение.
Исследование многомерных чисел показало, что их можно складывать, вычитать, умножать друг на друга (при этом они, естественно, должны быть одинаковой размерности), а вот делить друг на друга можно только действительные, комплекс​ные числа, кватернионы и октавы. Для остальных же чисел операция деления отсутствует. Отсюда, между прочим, следует, что соответствующие таким (без деления) числам пространства обладают более бедными свойствами, чем наше четырехмерное пространство - время. Например, в пространстве пяти измере​ний, очень любимом писателями-фантастами, все структуры нашего материального мира, начиная от звездных скоплений и кончая элементарными частицами, оказываются неустойчивы​ми, т.е. вообще не могут существовать. И когда по воле писателя ракета с космонавтами проникает в пятое измерение, она в то же мгновение перестает существовать, т.е. погибает.
Что же касается восьмимерья, описываемого октавами, то оно представляется более интересным как обладающее больши​ми физическими возможностями. Его можно представить как два сопряженных четырехмерья (одно из них наше) со скорос​тями движения меньше и больше световой, разделенных энергетическим барьером (скоростью света), но связанных между собой фотонами, принадлежащими одновременно обоим четырехмерьям, с помощью которых возможен обмен информацией. Наши «черные дыры», куда проваливаются останки отработав​ших звезд, для них являются «белыми дырами» - новыми источниками энергии и обновления мира, спасающими мир от «тепловой смерти». Аналогично их «черные дыры» - это наши «белые дыры». Если рассматривать изолированную четырех​мерную Вселенную, то она должна быть бесконечной, чтобы избежать «тепловой смерти», ибо в бесконечной Вселенной бесконечна энергия и энтропия, поэтому говорить о возрастании последней бессмысленно. Если же Вселенная конечна, то энтро​пия непрерывно возрастает, асимптотически стремясь к максимуму (полному выравниванию температуры, т.е. «тепловой смерти»). Восьмимерная Вселенная за счет обмена отработан​ным материалом между сопряженными четырехмерьями застрахована от «тепловой смерти» даже в случае конечных ее протяженности, массы и энергии.
«Числа правят миром!» - утверждали мудрые пифагорейцы. Мы же с позиции сегодняшнего дня скажем немного иначе: «Числа правильно отражают закономерности реального мира!» И не только числа, но и другие элементы математики, опираясь на которые наша мысль проникает все дальше и глубже, преодолевая все препятствия.
1.3. ИНЖЕНЕР И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ
Чтобы не ударить в грязь лицом, беру Энциклопедический словарь и смотрю, что там сказано про инженера. Так, «инже​нерная геология», «инженерная гидравлика», «инженерная психология», «инженерные войска», «инженю» - стоп, это уже из другой оперы, т.е. драмы. А где же инженер? Лезу в словарь иностранных слов - та же картина! Нет такого слова (как в анекдоте: «Попа есть, а слова такого нет»)! Может быть поэтому и к инженерам у нас отношение наплевательское: учиться трудно, работать приходится много и тяжело, а оплата труда хуже, чем у неквалифицированного рабочего (например, грузчи​ка в магазине).
Говоря  об   инженере,   я   не  имею   в  виду   «инженера   по социалистическому соревнованию» (были и такие). Речь идет об Инженере-исследователе, имеющем дело со сложным процес​сом, включающим физические, химические, экономические и пр. закономерности, об Инженере-изобретателе, находящем оптимальное решение при страшном дефиците информации, времени и средств, об Инженере, который, часто начиная с нуля, заканчивает дело реальным сооружением, машиной, технологи​ческим процессом.
Прежде всего, инженер имеет дело с техническими науками, отличающимися наибольшей изменчивостью. Поэтому ему при​ходится больше, чем другим, заниматься самообразованием и иметь для этого лучшую базу фундаментальных дисциплин. Далее, он общается с реальными объектами, а нес их упрощен​ными моделями, и чтобы разобраться во всех тонкостях их функционирования, должен быть хорошим специалистом во всех фундаментальных науках (во всяком случае к этому стремиться). Конечная цель его работы - это не столько установ​ление закономерностей изучаемого процесса (что интересно физику), сколько использование полученного знания для пере​делки объекта в нужном направлении, т.е. позиция инженера оказывается самая широкая и самая активная.
Это с одной стороны, но с другой, такое «всевластие инже​нера» над вещами дает ему исключительную возможность использовать в своей деятельности методы других наук, в том числе и математики, с исключительной гибкостью, отдавая предпочтение наиболее простым из них. Действительно, если результаты экспериментального исследования показали слож​ный и не совсем понятный характер рабочего процесса данного устройства, то инженер (в отличие от математика) не будет спешить с построением сложной и противоречивой модели, поскольку эти сложности, чаще всего, - результат влияния «шумов», проистекающих от недостатка конструкции устройст​ва. Внести «шумы» в модель - значит сохранить эти недостатки!
Инженер идет другим путем: глубокий качественный ана​лиз (философский подход) позволяет ему выявить противоре​чия, разрешить их с помощью изобретения, «срезать шумы», улучшить процесс, получить экономический эффект, а заодно - и более простое математическое описание (как часто в диссерта​ционных работах по техническим наукам блистательная теоре​тическая часть прикрывает убогость инженерной мысли!).
Парадоксально, но факт, что для успешного использования в своем творчестве математики инженер должен обладать мате​матической эрудицией, не меньшей (а лучше большей), чем математик. Судите сами: математик, нечурающийся приложе​ний, как правило, облюбовывает какой-либо метод, который более или менее успешно применяет к различным задачам. Если данная задача не укладывается в прокрустово ложе метода, то Бог с ней, можно поискать другую задачу. Инженер же прикован к объекту своей деятельности во всей сложности и многограннос​ти его функционирования и должен рассматривать все аспекты последнего (рабочий процесс, являющийся конгломератом мно​гих физических, химических и пр. процессов, прочность и надежность устройства, в котором процесс реализуется, его эффективность и т.д.).
Все эти вопросы для своего решения чаще всего требуют различных методов, и решать их нужно в заданный срок (у математиков такого требования, как правило, нет). Недаром говорят, что хорошего математика может воспитать хороший математик, хорошего физика - хорошая кафедра физики, а хорошего инженера - хороший институт при четком взаимо​действии всех его кафедр!
Чтобы проиллюстрировать сказанное, рассмотрим следую​щий пример. Допустим, что хотим изучить явление преломле​ния света на границе двух сред, например, воздуха и воды (рис. 5). Математик, зная, что свет имеет электромагнитную природу и описывается уравнениями Максвелла, рассмотрел бы задачу о решении этих уравнений на границе двух полупространств, имеющих различные диэлектрическую и магнитную проницае​мости. Решив эту сложную задачу и сделав предельный переход, когда длина волны стремится к нулю (лучевая оптика), он получил бы закон Снеллиуса
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скорость света в среде (i = 1,2 - для воздуха и воды соответственно; ε, μ - диэлектрическая и  магнитная проницаемости).
Рассмотрев это безупречное (с точки зрения математика) решение, физик резонно заметил бы, что решение этой задачи слишком сложно и некорректно. Если мы рассматриваем луче​вую оптику, то при чем здесь уравнения Максвелла, ведь при переходе к нулевой длине волны волновые процессы исчезают и уравнения, их описывающие, в принципе могут не работать. То, что получился правильный результат - это подарок судьбы, а не закономерность (в большинстве случаев при таком предельном переходе чаще всего получается черт знает что!).
Гораздо проще и правильнее здесь воспользоваться принци​пом Ферма, согласно которому свет движется таким образом, что время его движения из точки А в точку В (рис. 6) оказывается минимальным. Поскольку время движения света от точки А до точки В равно
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а его минимум достигается при условии dt/dx = 0, d2t/dx2 > 0, то из предыдущего выражения с легкостью получается закон Снеллиуса.
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Рис. 5. Преломление светового луча на границе двух сред 
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Рис. 6. Физическое решение задачи

Конечно, это решение лучше и проще предыдущего, а упрощение здесь получено за счет использования «элемента изобретения», в качестве которого выступает принцип Ферма.
Но это решение может не удовлетворить инженера, который не любит принимать все на веру: «Откуда свет знает, что он должен двигаться минимальное время? А почему не взять минимум энергии, например? А почему мы берем пучок нулевой ширины, разве это правильно?» Как видите, не все так просто.
И наш Фома неверующий начнет со своих жизненных впе​чатлений. Например, автомобиль, пересекая под углом границу чистого асфальта и наледи, обязательно развернется, т.е. не только свет разворачивается на границе двух сред. И дело здесь не в принципе Ферма (это следствие), а в том, что границы пучка в разных средах имеют разные скорости движения, также как и колеса автомобиля. Поскольку они разнесены, то и пучок должен иметь конечную ширину, а там посмотрим, что будет, если положить ее равной нулю! Вот примерно таков доматематический анализ данной задачи.
А теперь перейдем к математическому анализу. Пусть пучок света шириной δ1 (рис. 7) под углом α1 падает на границу двух сред. В момент времени t = 0 левая граница фронта 001 касается границы раздела. Далее, за время Δt = h2/V2 = h1/V1 точка О левой границы пучка смещается в точку С1, а точка 01 правой границы пучка - в точку С1. Из прямоугольных треугольников OO1C  и ОСС1 имеем
h2 = δ2tgα2,   h1 =δ1tgα1,
кроме того, имеем очевидное уравнение «неразрывности пучка»
δо = δ1secα1 = δ2secα2
Решая приведенные выше выражения совместно, получим 
h1/ h2 = δ1tgα1 / δ2tgα2 = δоsina1/ δоsina2 = V1 / V2,
откуда, сокращая на δо, полу​чаем закон Снеллиуса. На этом ма​тематический анализ заканчи​вается.
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Рис. 7. Инженерное решение задачи

Приступим к послематематическому анализу. Итак, по​лученное решение не требует теории экстремума и принципа Ферма, т.е. идейно оно проще предыдущего. Это значит, что «элемент изобретения» был не менее весомый, чем принцип Ферма (из ничего не будет ничего). А в чем здесь этот «элемент изобретения», мы как-то его проскочили. Где же он (предлагаю вам найти его самостоятельно; если найдете, значит у вас хорошо сформированное инженерное мышление)? В данной ситуации он представляет наибольший интерес, так как закон Снеллиуса известен и без этого решения. А хорошая коллекция таких «элементов изобретения» позволит нам успешно решать другие задачи (ищите, ищите!).
Ну ладно, а все ли мы проделали законно (смотрим на последнее выражение)? Стоп, мы сократили на δо , а это можно делать только в случае, если δо ≠ 0. Мы сократили и получили правильный результат, следовательно (внимание!) δо ≠ 0. Отсю​да, пучок света не может иметь нулевой ширины, т.е. предыду​щее решение также небезупречно! Это с одной стороны, а с другой (внимание!) - пучок света состоит из частиц конечной протяженности, т.е. должен иметь корпускулярную природу!
Полученное нами инженерное решение рассматриваемой задачи настолько просто, что оно могло быть найдено задолго до Ньютона. Историки науки удивляются тому, что он, впервые открывший диффракционные кольца света, четко указующие на волновую природу последнего, стойко и последовательно при​держивался корпускулярной теории света. Полученное решение делает позицию Ньютона не столь уже необъяснимой и загадочной.
Ну а совсем просто, без математики можно решить эту задачу? Если на качественном уровне (без закона Снеллиуса), то можно. Для этого «растянем как резину» вторую среду (воду) и уравняем оптические плотности обеих сред, при этом точка О останется на месте, а В сместится вправо (нарисуйте картинку сами). Поскольку между А и В теперь получилась однородная среда, то соединим эти точки прямой, после чего «все вернем на круги своя» (т.е. отпустим «резину»), точка В при этом сместит​ся влево, а траектория на границе двух сред переломится. «Элементом изобретения» здесь является предварительное пре​образование пространства, аналогичное подстановке, например, при вычислении интегралов.
Подведем некоторые предварительные итоги (это нужно делать в конце любой работы). Во-первых, не следует начинать со сложного и самого общего случая (ту же информацию часто можно получить более простым путем). В нашей задаче решение следовало бы искать в обратном порядке (инженерное, физическое, математическое). Во-вторых, хочешь упростить решение, активно ищи «элемент изобретения». В-третьих, получив одно решение, попробуй найти другое (при этом может быть получена новая информация). В-четвертых, во многих случаях полезно сложную задачу разбить на последовательность простых задач, которые в совокупности дают примерно ту же информацию, но решаются значительно проще.
Решение многих известных проблем могло быть получено гораздо проще и раньше, если бы этапу «доматематического моделирования» было уделено большее внимание. В большинст​ве случаев за счет глубокого и разностороннего обдумывания проблемы, четкой ее формулировки и др. решение может быть получено буквально «на пальцах», без использования математи​ческого аппарата. Зная такое решение, построить уже потом математическую модель несравненно проще, чем традиционным путем.
В этой связи рассмотрим еще один пример, на этот раз из области теории тяготения Эйнштейна, «элемент изобретения» которой состоит в том, что пространство искривляется под действием расположенных в нем тяготеющих масс и тем сильнее, чем больше плотность вещества в данной точке. Если вслед за Эйнштейном принять, что плотность вещества постоянна в каждой точке пространства (однородная модель Вселенной), то отсюда без всяких вычислений следует, что в каждой его точке кривизна будет постоянной. При постоянной положительной кривизне пространства (сфера) получается модель замкнутого мира, впервые рассмотренная Эйнштейном. Интересно, что из первоначальных уравнений это решение не получалось и Эйнштейн без всяких на то оснований дополнил их так называемым «космологическим членом». Спрашивается, если бы он не знал ответа заранее, то смог бы подправить уравнения соответ​ствующим образом, да еще столь своеобразным, ибо наличие «космологического члена» в уравнениях общей теории относительности неявно подразумевает существование сил гравитационного отталкивания, до сих пор не обнаруженных в природе? Думается, что нет. Мы не знаем, как рассуждал Эйнштейн, но видим, что активное использование «элемента изобретения» дает возможность предвосхитить ответ, не решая самой задачи математически.

Замечательно, что при отрицательной постоянной кривизне (псевдосфера) получается модель нестационарной расширяющей Вселенной, рассмотренная Фридманом и раскритикованная поначалу Эйнштейном, но затем признанная им (по-видимому, великий создатель общей теории относительности не знал о существовании псевдосферы). При этом надобность в «космоло​гическом члене» отпадает. Экспериментальное подтверждение Хабблом правильности решения Фридмана стало выдающимся триумфом не только теории относительности и ее создателя, но и вообще науки в целом.
Не нужно думать, что любимый инженерами метод простых моделей с «элементами изобретения» хорош лишь для осмысли​вания уже решенных задач (хотя и это очень полезно). Этот метод находит широкое применение в различных науках и при решении самых трудных задач. В этой связи сошлемся на цикл работ акад. М.Д. Миллионщикова, посвященных проблемам турбулентности, для решения которых применяются самые сложные математические методы. Рассматривая пограничный слой как суперпозицию катящихся по твердой границе вихрей и определяя их размеры из минимума суммарной кинетической энергии («элементы изобретения»), М.Д.Миллионщиков с по​мощью минимального математического аппарата получил рас​четные формулы для основных характеристик потока, в том числе и для коэффициентов сопротивления труб, совпадение которых со всем имеющимся громадным эмпирическим матери​алом просто потрясающее (ничего подобного теория турбулен​тности до сих пор не знала, несмотря на множество блистатель​ных имен, приложивших к ней руку)!
Аналогичных примеров можно привести много и из самой математики. Практически за каждым выражением типа «реше​ние будем искать в виде» стоит глубокий доматематический анализ, «рассуждения на пальцах», показ которых во сто крат ценнее, чем доказательство справедливости этих утверждений, ибо за ними стоит творческая лаборатория выдающихся мысли​телей. К сожалению, практически всегда это «остается за кадром».
Не трудно видеть, что для успешного использования метода «доматематического анализа» необходимо обладать высоким уровнем математического мышления. Парадоксально, но факт: чтобы обходиться без математики, нужно хорошо знать матема​тику! Опять вспомним ломоносовское: «А математику затем учить надо, что она в порядок ум приводит!» Воспитание математического образа  мышления  инженера - это  главная задача вуза, в решении которой должны участвовать все его кафедры. А инженеру гораздо важнее знать не «что», а «как». Поэтому показ «кухни» великих творцов науки, в том числе и математики - вот основное направление работы преподавателей, нацеленной на гуманитаризацию технического образования.
Как это делается, рассмотрим на нескольких примерах.
Пусть речь идет о решении линейного однородного диффе​ренциального уравнения с постоянными коэффициентами. В случае неравных корней характеристического уравнения все просто: имеем два линейно независимых решения еα1x и еα2x . Далее рассматривается случай, когда корни совпали α1= α2 = α. Конечно, можно вслед за учебником провозгласить: «Решение будем искать в виде u(x)eα(х), 

где u(x) - неизвестная функция, подлежащая определению». После чего все силы бросить на поиски функции u(х).
А можно сделать по-другому. Отступим на шаг и начнем с предыдущего случая: пусть два корня характеристического уравнения отличаются друг от друга на бесконечно малую Δα, тогда мы имеем два решения еαх и е(α +Δα)х. Ранее было доказано, что линейная комбинация этих решений е(α +Δα)х  - eαx также решение. Если последнее выражение мы разделим на  Δα , то
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это также будет решение (это утверждение также предваритель​но доказывается). Теперь попробуем сделать предельный пере​ход при Δα → 0. Правда, законность такого перехода проблема​тична. Но нам никто не мешает предположить, что это будет решением. Такой переход дает
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С помощью исходного уравнения нетрудно убедиться, что полученное выражение также является решением этого уравнения.
Думается, что такой подход значительно лучше предыдуще​го: во-первых, здесь активно работают доказанные ранее теоремы (при старом подходе они не используются); во-вторых, мы не навязываем заранее форму решения, а получаем ее естественным путем; в-третьих, мы показываем, что научный поиск - не скольжение по непрерывной кривой, а обязательно содержит скачок в неизвестность, преодолеваемый с помощью гипотезы, впоследствии проверяемой с помощью математических методов или экспериментальным путем.
Аналогичные приемы позволяют более активно преодоле​вать тяжелый путь от реального объекта к его математической модели и обратно, когда формально полученное решение нужно «обжить», проанализировать, установить его адекватность ре​альному объекту. Показ такого «послематематического анали​за» совершенно необходим при изучении математики, хотя бы в конце каждого ее большого раздела. Этот показ должен быть ярким, интересным, игровым, в нем должна участвовать вся аудитория.
Пусть, например, излагается теория экстремума функции одной независимой переменной и в качестве иллюстрации рас​сматривается задача об оптимальном соотношении высоты и радиуса (h и r) цилиндрического нефтехранилища заданного объема V, которое изготавливается из стальных листов путем сварки. Его стоимость пропорциональна площади поверхности S и будет минимальной, если минимальна S. Решение этой задачи, как нетрудно видеть (проверьте!), дает h = 2r. Дей​ствительно, цилиндрическое нефтехранилище обычно так и сооружается (большинство из нас их видело и может подтвердить, что меридиональное сечение таких сооружений имеет форму квадрата).
Далее, рассмотрим очень близкую задачу об оптимальной форме цилиндрического ведра (тот же резервуар, но без верхней крышки). В этом случае оказывается, что h = r (низкая широкая бадья). Однако таких ведер никто не делает. Почему? Нужно выжать из аудитории все возможные ответы и проанализировать их. Если правильного ответа не будет, то необходимо завести разговор о том, из чего складывается себестоимость изделия. А она определяется не только стоимостью материала, но и трудо​емкостью изготовления. В данном случае наиболее трудоемкая операция это изготовление плотного шва на боковой поверхнос​ти ведра и в месте соединения дна с боковыми стенками. Стоимость такой операции выше стоимости листа железа, т.е. наш критерий оптимальности в этой задаче выбран неправильно!
Но тогда почему же так все хорошо получилось в задаче о нефтехранилище? Оказывается потому, что оно имеет большие размеры и изготавливается из многих листов, так что суммарная длина сварочных швов примерно пропорциональна его повер​хности. Вот вам влияние масштабного фактора (переход коли​чества в качество!). Решение, полученное для одних условий, нельзя слепо переносить в другие: выигрыш может обернуться проигрышем.
Пусть теперь стоимость ведра целиком определяется трудо​емкостью изготовления сварного шва (стоимость материала игнорируется). В этом случае оптимальным получается ведро конической формы. Применяются ли такие ведра где-нибудь? Да, применяются - в качестве пожарного инвентаря. Какие еще преимущества имеют пожарные ведра конической формы? Здесь нужно дать возможность раскрыться фантазии аудитории (ни в коем случае нельзя критиковать предложения студентов!).
· Эти ведра легко переворачиваются, поэтому их можно быстро наполнить и опорожнить?
· А почему?
· У них центр тяжести расположен высоко.
· Браво! А еще чем они хороши?
· Острым концом можно разбить лед зимой и наполнить ведро из бочки.
· Молодец! А еще?
· Ведро нельзя поставить на землю и все время приходится с ним бегать!
· Годится! А еще?
· Оно не пригодно в домашнем хозяйстве, поэтому его не сопрут!
· Отлично!
После такой разминки нетрудно сообразить, что если учесть и стоимость материала и трудоемкость изготовления, то опти​мальное ведро будет иметь форму усеченного конуса, каковым оно в действительности и является. Заметим, что в тех случаях, когда цилиндрическое ведро делается из отдельных деревянных дощечек и возникает необходимость уплотнять многочисленные швы, то оно изготавливается народными умельцами в виде низких бадеек с отношением  h = r.
Обратим внимание на две вещи. Во-первых, вместо довольно сложной задачи мы  рассмотрели два предельных ее случая (когда игнорируется трудоемкость изготовления и когда игнори​руется стоимость материала) и сообразили, что получится, если учесть оба фактора. На этом примере можно видеть целесообраз​ность использования метода последовательности простых моде​лей. Во-вторых, мы столкнулись с удивительным феноменом: способностью людей без математического аппарата находить оптимальные решения (даже в условиях острой нехватки инфор​мации, когда не может быть и речи о построении математичес​кой модели). В этой связи нужно всегда помнить: если решение, полученное с помощью математической модели, отличается больше, чем на 5-10 % от экспертной оценки специалистов (или даже здравомыслящих людей), то с вероятностью не менее 0,99  - это результат неполноты модели или обычной ошибки при расчетах. Если же тщательная проверка модели и всех вычисле​ний подтверждает полученный результат, то вы имеете дело с тем редким случаем, когда нужно подавать заявку на изобрете​ние или открытие!
Такая проверка модели должна быть предельно жесткой (представьте, что вы ищете ошибку у своего врага, чтобы уличить его в невежестве!). Необходимо переменным и параметрам, входящим в нее, дать предельно возможные значения, посмотреть, при каких их значениях получаются разрывы, теряется смысл и т.д. Вернуться к исходной постановке и посмотреть, какие из отброшенных факторов позволяют расши​рить рабочий диапазон модели и др. Такой анализ должен быть проведен многократно.
Совершенно очевидно, что для успешного применения мате​матического аппарата к решению практических задач будущему инженеру необходимо хорошо овладеть методами «до- и после-математического анализа», перехода от объекта к модели и наоборот, а это невозможно без знания законов и категорий философии, физики, механики, химии и других наук, которые автор коротко и беспардонно назвал просто «...и другие». А это значит, что нет наук первостепенных и второстепенных, а есть их интеграция и взаимопомощь, в умелых руках дающая поразительные результаты.
2. НА ДНЕ ВОЗДУШНОГО ОКЕАНА
2.1. СТАНДАРТНАЯ   АТМОСФЕРА
Колыбель нашей цивилизации - прекрасная планета Земля окутана, как нежным шарфом, воздушной оболочкой, которую мы в суете дневных забот не замечаем, хотя она давит на каждого из нас с силой не менее 10 т (что значит привычка!). В поверхностном слое, где мы живем, она состоит из молекул азота (78 %), кислорода (21 %), аргона (0,9 %) и других газов. На высоте 20-25 км расположен слой озона (03), защищающий все живое от жесткого излучения Космоса и привлекший в послед​нее время к себе пристальное внимание из-за возникших в нем дыр, которые мы же сами регулярно проделываем, запуская ракеты, сбрасывая в атмосферу фреоны и другие пакости.
Давление воздуха с высотой убывает. Этот факт обнаружил 350 лет назад Торричелли с помощью ртутного барометра, а объяснил чуть позже друг и сподвижник Ньютона астроном Галлей, имя которого носит известная комета, наносящая нам каждые 75 лет визиты вежливости. Он сделал это на основе условия равновесия элементарного объема dxdydz воздуха, вес которого pgdxdydz вызывает изменение силы давления dpdxdy на площадку dxdy, вследствие чего (после сокращения на dxdy) имеем
dp +pgdz = 0.
                                                                              (1)
Не имея никаких сведений о зависимости температуры Т воздуха от высоты z, Галлей (как истинный ученый) принял ее неизменной и совершенно обоснованно воспользовался законом Бойля-Мариотта, открытого незадолго до этого и связывающего давление р и плотность р воздуха,
ρ  = ρ0  p/p0 ,
                                                                              (2)
где p0, ρ0 - давление и плотность воздуха на уровне моря (z = 0).
Галлею мы обязаны тем, что на свои средства он опубликовал (1687 г.) главный труд Ньютона «Математические начала натуральной философии», поэтому знал, что нужно делать с уравнениями (1) и (2). В результате этого получилась знаменитая формула Галлея (выведите ее!)
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Если принять, что ρ = const (несжимаемая жидкость), то вместо (1) будем иметь 

ρ + pogz = ро, откуда при z = Н и ρ = 0 получим Н = po/ρog = 8425 м - высоту тaк называемой однородной атмосферы, после чего формула Галлея принимает вид
p/pо = ρ/ρо = е -z/Н.
                                                                                          (3)
Прошло сто лет и братья Монгольфье в один из полетов захватили с собой термометр и установили, что температура воздуха меняется с высотой линейно

T = T0 - βz
 (β = 0,0065 град/м). Прошло еще полвека и Клапейрон открыл свое знаменитое соотношение
p = ρRT,
                                                                                                              (4)
создав все предпосылки для уточнения формулы Галлея, что и было сделано в Осло Бьеркнесом еще через 50 лет. В результате имеем (проверьте!)
p = po(l-βz/To)ToH/β,
                                                                             (5)
ρ = ρо (1 - βz/To) -1+ToH/β.
                                                                           (6)
Развитие авиации в нашем веке сделало необходимым введение единой базы для расчетов и сопоставления результатов испытаний летательных аппаратов в различных условиях, пос​кольку давление, плотность и температура воздуха сильно изменяются в зависимости от высоты, географического положе​ния, времени года и погоды. В качестве такой базы принята Международная стандартная атмосфера (МСА), в основу кото​рой положены формулы (5) и (6), а также значения ρ0 = 101330 Н (760 мм рт.ст.), ρ0 = 1,2 кг/м3, Тo  = 288 К (15°С).°
Эти соотношения справедливы только для нижней части воздушной оболочки - тропосферы (до 11 км). На практике вместо формул (5) и (6) обычно используют хорошую их аппрок​симацию (убедитесь в этом!) в виде более простых формул
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где высота z выражена в метрах. Этот прием аппроксимации сложных формул более простыми характерен для инженерного творчества и поныне, несмотря на широкое применение персо​нальных компьютеров.
Итак, до 11 км температура воздуха уменьшается линейно на 6,5° с каждым километром (это, кстати, говорит о том, что прогрев тропосферы осуществляется главным образом от земной поверхности). Затем в стратосфере (11-40 км) она изменяется несущественно, а в мезосфере (40-80 км) сначала повышается от -60°С до +35°С (55 км), а затем быстро падает до -90 °С. Выше расположена ионосфера, где газы находятся в атомарном состо​янии и, начиная с высоты 100 км, температура их растет примерно на 12° с каждым километром, достигая, например, на высоте 400 км 3500°. Однако газ здесь настолько разрежен, что погруженная в него рука не ощутила бы испепеляющего жара, поскольку ощущение теплоты зависит не только от температуры (пропорциональной квадрату скорости движения молекул), но и от числа их столкновения в единицу времени. И если на уровне моря таких столкновений миллиарды, то в ионосфере - единицы в секунду. Поэтому для разреженного газа температуру опреде​ляют не по средней скорости молекул (их мало и осреднять скорости затруднительно), а косвенным путем, например, по плотности газа, определяемой по давлению на стенки ракеты или по преломлению звуковых лучей (акустический метод) и т.д.

2.2. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ ВОЗДУШНОГО ОКЕАНА
Наиболее общими законами механики, как известно, явля​ются законы сохранения массы и энергии, они остаются основ​ными и в аэродинамике. Рассмотрим первый из них, для чего выделим в газе некоторый объем V, состоящий из одних и тех же частиц, со средней плотностью ρср и массой М = ρср V. Постоянство массы во времени, очевидно, можно записать так dM/dt = 0, откуда
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Чтобы избавиться от плохо определенной величины ρср, выполним предельный переход V→ 0, тогда ρср → ρ (плотность газа в данной точке) и вместо предыдущего получим
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Если через ū обозначить скорость потока через некоторую площадку dσ, а через un составляющую этой скорости, перпен​дикулярную к этой площадке, то undtdσ есть приращение объема V за время dt на площадке dσ. Чтобы вычислить величину полного приращения dV объема V за время dt, нужно просуммировать (проинтегрировать) по всем площадкам dσ поверхности σ, окружающей объем V, в результате чего получим
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 откуда скорость изменения объема V равна
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Подставляя (10) в (9), находим
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Второе слагаемое в этом выражении есть удельный объем​ный расход газа через поверхность а, стягиваемую к точке, называется дивергенцией (расхождением) вектора скорости 
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и обозначается
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Используя (11), закон сохранения массы (уравнение нераз​рывности потока) запишем в виде
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Если жидкость несжимаема, то dρ/dt = 0 и уравнение неразрывности сильно упрощается
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Чтобы получить выражение для закона сохранения энергии потока, рассмотрим установившееся его движение, при котором форма струек не меняется во времени. Пусть в момент его t элемент струйки объемом V занимал положение I (рис. 8), обладая кинетической энергией pVu2/2. Ее изменение за время Δ t, при котором элемент сместился на расстояние ΔS и занял положение II, составит Δ(pVu2/2). Изменение потенци​альной энергии за счет смещения центра тяжести элемента на величину Δz равно pVgΔz. Работа давлений, приложенных к основаниям элементов, равна
(р+Δр) (σ+Δσ) (u+ Δu) Δt - pσuΔt ≈ (рuΔσ + uσΔр + рσΔu)Δt = Δ(pσu)Δt = Δ(pV) + 
+Δ (pM/p).
Здесь σ - площадь основания элемента, а знак приближен​ного равенства поставлен потому, что мы пренебрегли величи​нами второго порядка малости (например, Δр·Δσ по сравнению с Δр и т.д.).
Поскольку масса элемента М = pV остается все время постоянной, удобно все величины отнести к единице массы, в результате чего для рассмотренных величин соответственно получим 

Δ(u2/2), gΔz, Δ(P/p). Обозначим отнесенные к единице массы работу сил вязкости через ΔК, внутреннюю энергию газа, зависящую от его давления и температуры, через ΔU, а количество подведенного тепла через ΔQ. Тогда закон сохране​ния энергии приближенно выразится так
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Рис. 8. К выводу уравнения сохранения энергии
Чтобы получить точное равенство, нужно это выражение разделить на ΔS и перейти к пределу при ΔS → 0, благодаря чему будем иметь


[image: image36.wmf]ds

dQ

ds

dK

p

ds

d

ds

dz

g

ds

du

ds

dU

=

+

+

+

+

)

(

2

1

2

r


или в дифференциальной форме
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Частный случай этого закона был впервые получен Д.Бернулли в 1738 г. для идеальной несжимаемой жидкости (без подвода энергии)
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Интегрируя (15) вдоль струйки, получаем
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Уравнение (16) имеет простой гидравлический смысл: сумма статического, динамического и геодезического напоров при ус​тановившемся течении идеальной несжимаемой жидкости есть величина для всех сечений данной струйки постоянная.
Аналогично рассуждая, можно получить уравнение Бернулли для неустановившегося движения реальной жидкости (без подвода энергии), которое имеет вид
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Рис. 9. Трубка Пито для измерения полного давления
Здесь предпоследний член справа - это потери напора между сечениями I и II (см. рис. 8), а последний член - инерцион​ный напор, в котором интег​рал берется вдоль средней ли​нии тока от сечения I до сечения II.
2.3. КАК ИЗМЕРИТЬ СКОРОСТЬ ТЕЧЕНИЯ
Фундаментальные законы природы являются теми самыми «элементами изобретения», непосредственное применение кото​рых позволяет резко упростить задачу. И в этом нет ничего удивительного, поскольку, например, уравнение Бернулли есть пер​вый интеграл уравнения движения идеальной жидкости (уравнения Эйлера). Если даже мы его используем в дифференциальной форме, То и здесь на одно интегрирование получается меньше, а если можно его применить в конечной форме (16), то вообще можно обойтись без интегрирования. Не случайно, уравнение Бернулли послужило основой для разработки приборов, с помощью которых изучались закономерности воздушных и во​дных течений.
Рассмотрим вначале простейший случай горизонтального течения, при котором z = const и уравнение Бернулли имеет вид
р + pu2/2 = const.
Если мы в таком потоке разместим изогнутую трубку, повернутую входным концом ему навстречу (рис. 9), то поток у входного отверстия трубки затормозится, т.е. скорость его в этом месте станет равной нулю. Выбирая сечение 1-1 в невозмущен​ной части потока, а П-П на срезе трубки, запишем уравнение Бернулли для элементарной струйки, проходящей через центр входного отверстия трубки
р1 + рu12/2 = p2 = pо.
Давление, которое покажет манометр, присоединенный к трубке, носит название полного давления и равно сумме стати​ческого и динамического (скоростного) давлений. Такую трубку, которая называется датчиком полного давления, изобрел в 1732 г. Анри Пито (да, за шесть лет до открытия уравнения Бернулли; что поделаешь, сельские бондари тоже сооружали оптимальные бадейки, не подозревая о существовании теории экстремума!).
[image: image42.jpg]



Рис. 10. Схема измерения динамического давления с помощью трубок 

статического 1 и полного 2 давления

Если входное отверстие датчика давления развернуть на 90° и разместить, например, на стенке трубопровода, то он покажет статическое давление рст . А если в одном сечении разместить оба датчика  (рис. 10), то  можно определить динамическое дав​ление, подключив их к манометру дифференциально (т.е. манометр показывает разность их измерений).

рдин = ρu2/2 =рпол - рст.

Зная величину рдин , нетрудно определить скорость потока
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А что делать, если скорость нужно определить не внутри трубы, а во внешнем потоке, да еще так, чтобы как можно меньше внести в него искажений? В этом случае датчик динами​ческого давления нужно «вывернуть наизнанку», расположив отверстие статического давления снаружи цилиндра (рис. 11), как это сделал в начале нашего века Людвиг Прандтль - один из основоположников современной экспериментальной аэродина​мики. Такой датчик по праву носит название трубки Пито-Прандтля (обратите внимание на сильный изобретательский прием - вывернуть объект наизнанку). Она широко применяется в самых различных областях техники, начиная от измере​ния скорости самолета и кон​чая определением расхода воз​духа в трубе (для этого нужно найденную скорость умножить на площадь сечения трубы: Q = uσ).
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Рис. 11. Трубка Пито-Прандтля

Ничего не скажешь, хоро​ша трубка Пито-Прандтля, да вот  беда:   плохо  работает  на запыленном воздухе (забивает​ся центральное отверстие, расположенное навстречу потоку).
[image: image45.jpg]



Рис. 12. Входной коллектор

Что же делать? Оказывается, можно обойтись одним отверстием статического давления (которое не забивается), если искажения потока допусти​мы. Одним из таких ус​тройств является входной коллектор (рис. 12), для ко​торого уравнение Бернулли выглядит так (в сечении 1-1 воздух неподвижен)

р1= рпол = р2ρu22/2 , 

откуда 
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Другим аналогичным ус​тройством является труба Вентури (рис. 13), для кото​рой (проверьте!)
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Рис. 13. Трубка Вентури

Приведенные формулы справедливы для идеальной не​сжимаемой жидкости, но если ввести в них поправочные ко​эффициенты, то можно их применять и в реальных ус​ловиях. Например, для вход​ного коллектора рабочая фор​мула имеет вид
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где α = 0,985 - поправочный (тарировочный) коэффициент, учитывающий неравномерность поля скоростей в коллекторе и потери давления в нем.
Кроме того, есть ограничения и по измеряемой скорости: она должна быть невелика, чтобы можно было пренебречь эффектом сжимаемости газа. Интересно, что и для воды, у которой эффектом сжимаемости в данном случае можно пренебречь, также существует ограничение по скорости, но по другой причине, чем у воздуха, а именно: вследствие возможности кавитации.
Действительно, полное давление в жидкости равно р0 = р + рu2/2 и оно всегда ограничено. Ecли увеличивать скорость, то статическое давление может стать меньше давления, при котором жидкость закипает при данной температуре, ее сплошность нарушается. Так, например, для воды при t = 60°C Pmin = 20280Па, при t = 80°С Р . = 48280 Па, в то время как при t= 15°С Рmin , = 180 Па. Как видим, все имеет свои ограничения, если не по одной, то по другой причине. И об этом нужно всегда помнить.
2.4. СКОРОСТЬ ЗВУКА
Рассмотрим цилиндр с двумя поршнями А и В (рис. 14), между которыми расположена жидкость. Если она несжимаема, то перемещение поршня А в то же мгновение вызовет перемещение поршня В. А если сжимаема? В этом случае, если поршень за время dt переместится на расстояние ds, то вызванное им возмущение распространится на расстояние dx. Величину ds/dx можно принять за относительное удлинение, которому соответ​ствует напряжение в газе, равное Eds/dx, где Е - модуль Юнга. С другой стороны, это напряжение равно отношению действу​ющей на поршень силы F к площади поршня а, т.е. F/σ = E (ds/dx). 
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Рис. 14. К определению скорости звука

Используя второй закон механики 
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и учиты​вая, что масса газа, приведенная в движение, равна pσdx, а ее скорость составляет ds/dt, получим (проверьте!) Eσ(ds/dx)dt = pσ(dx/dt)ds. Так как скорость звука равна а = dx/dt, то окончательно получаем
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Такая же формула получается, если газ не ограничен стен​ками трубы, а вместо поршня используется другой источник возмущения, например, звучащий камертон. Можно показать, что модуль Юнга выражается следующим образом
Е = pdp/dp ,
благодаря чему формуле (18) можно придать вид
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Процесс распространения упругих колебаний давления в газе можно считать адиабатическим, для которого зависимость между давлением и плотностью имеет вид 

р = ро(ρ/ρо)к, где к -показатель адиабаты. Подставляя это выражение в предыдущее равенство и используя уравнение Клапейрона, получим (про​верьте!)
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В случае несжимаемой жидкости на основании уравнения неразрывности мы видели, что увеличение проходного сечения трубы приводит к уменьшению скорости и наоборот. А как обстоит дело для сжимаемого газа?
Из уравнения неразрывности имеем ρuσ = const или в диф​ференциальной форме
dp/p  + du/u + dσ/σ = 0,

откуда
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]
Из уравнения (14), полагая в нем dz = dK = 0, имеем
dU + 0,5 du2+ d(p/ρ) = dQ.
Кроме того, воспользуемся первым законом термодинамики
dU+pdV = dQ,
где V = 1/ρ объем одного кг массы газа.
Решая совместно приведенные выражения, получим (про​верьте!)
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или, так как а2 = dp/dρ , окончательно будем иметь
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           (20)
где М = и/а - число Маха. Из формулы (20) видно, что при М<1 в сужающемся воздуховоде поток разгоняется, а в расши​ряющемся замедляется. Но при М>1 это соотношение между площадью поперечного сечения и скоростью потока оказывается иным, чем у несжимаемой жидкости, а именно: в сужающемся воздуховоде цоток замедляется, а в расширяющемся ускоряется. 

Уравнение (20) позволяет объяснить действие так называе​мого сопла Лаваля, представляющего собой плавный переход от сужающегося к расширяющемуся воздуховоду и спроектиро​ванному так, что в узкой его части достигается скорость звука. При переходе потока в расширяющуюся часть он становится сверхзвуковым. Впервые оно было применено (рис. 15) шведс​ким инженером Карлом Лавалем в конструкции быстроходной паровой турбины. Желая получить возможно большую кинети​ческую энергию струи пара, вращающей рабочее колесо турби​ны, Лаваль по инерции применял сначала сужающиеся насадки. Однако он вскоре убедился, что при только сужающемся насадке преодолеть скорость звука не удается. Тогда, преодолев психо​логический барьер, что в изобретательстве часто бывает самым трудным, он присоединил к сужающему насадку, в котором была достигнута скорость звука, расширяющийся насадок, в котором скорость стала сверхзвуковой и продолжала нарастать до заданной величины. Здесь мы видим еще один сильный изобретательский прием: не получается прямо, пойди обратным путем!
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Рис. 15. Сопло Лаваля
2.5. ПРЫЖОК ПАРАШЮТИСТА
Непосредственный опыт убеждает нас, что камень падает быстрее пушинки. Это наблюдение было возведено Аристотелев" в ранг закона, который продержался многие века, пока Галилей не пришел к выводу, что вес тела (точнее его масса) здесь не играет особой роли, а все дело в силе сопротивления воздуха. Если ее устранить, то все тела в поле тяготения будут падать с одинаковой скоростью. Это утверждение становится очевидным, если воспользоваться вторым законом механики и написать уравнение движения тела массой m под действием ускорения g земного тяготения my" = mg. Поскольку на т можно сокра​тить, то становится очевидным, что масса тела здесь не при чем.
Но тогда этого уравнения не было и Галилей блистательно продемонстрировал метод доматематического моделироваия, основанный на качественном (философском) подходе.
- Итак, мы считаем, что тяжелое тело падает быстрее лег​кого. Очень хорошо! Но давайте соединим их. Что произойдет? Наличие легкой части должно затормозить падение тяжелой, и объединенное тело должно падать медленнее, чем тяжелое. Это с одной стороны. А с другой - объединенное тело стало еще тяжелее, поэтому оно должно падать с большей скоростью, чем тяжелое. Мы пришли к противоречию, из-за неправильной начальной посылки о том, что тела, обладающие различным весом, падают с разными скоростями. Ее следует отбросить. Тогда все тела, независимо от их веса, должны падать с одина​ковой скоростью.
Это блистательное рассуждение, компенсирующее отсутст​вие второго закона механики, Галилей подкрепил эксперимен​том, сбросив с Пизанской башни пулю и небольшое пушечное ядро (знал, что бросать!).
Первый ранцевый авиационный парашют был изобретен в 1911 г. Г.Е.Котельниковым (раньше не было необходимости, поскольку не было авиации), хотя изображение человеческой фигурки под куполом парашюта можно увидеть среди научных заметок Леонардо Да Винчи, жившего за сто лет до Галилея, а недавно похожая картинка была обнаружена среди наскальных рисунков наших далеких предков! Что это: сверхгениальный прорыв в будущее или изображение реального события, связан​ного с посещением наших предков представителями более высо​коразвитой цивилизации?
С силой F давления воздушного потока человек познакомил​ся давно и стал осваивать ее с помощью паруса, колеса ветряной мельницы и др. Она, как известно, равна
F = 0,5 ρu2σС,
(21)
где, как и ранее, ρ и u плотность и скорость воздуха, σ— площадь миделевого (перпендикулярного вектору скорости) сечения об​текаемого тела, С - коэффициент его сопротивления при обтека​нии. Кроме силы F, направленной против движения парашютиста, на него действует сила тяжести Р, вызывающая это движе​ние, Р = mg.
Согласно первому закону механики, установленному Гали​леем, тело будет двигаться прямолинейно и равномерно (а для этого мы и применяем парашют), если Р = F. Отсюда можно найти величину скорости падения
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[image: image61.wmf]Здесь нам все известно за исключением коэффициента С, кото​рый, как показывают экспериментальные исследования, зависит от числа Рейнольдса
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где v = 1,5·10-5 м2/с - кинематический коэффициент вязкости воздуха. Решая совместно (22) и (23), находим
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Зависимость C(Re) для парашюта показана на рис. 16, откуда видно, что при Re<103 коэффициент С монотонно умень​шается с увеличением Re. Затем при 3< Re <5·105 он остается практически постоянным и равным единице. При Re≈5·105 происходит резкое его уменьшение (кризис обтекания), что для парашютиста крайне нежелательно, а при Re>106 величина С вновь стабилизируется на значении С ≈ 0,5 (автомодельный режим обтекания, т.е. в дальнейшем не зависящий от Re).
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Рис. 16. Зависимость коэффициента сопротивления круглой пластинки от числа Рейнольдса

Поскольку попадание в область неустойчивости для нас нежелательно, с помощью (24) определим массу тела, для которой Re = 5·105
m =  ρc (vRe)2/2g = 6,88 кг.
Так как масса человеческого тела вместе с парашютом (слава Богу) больше 7 кг, то о кризисе обтекания можно забыть!
Какую скорость приземления нам следует выбрать? Думает​ся, что вполне может подойти 

u = 5 м/с. Много это или мало? Немного, такую скорость мы приобретем, прыгая с высоты всего
h = v2/2g ≈ 1,27 м,
что в детстве мы неоднократно проделывали (вот и детские шалости пригодились!).
Теперь оценим необходимые размеры парашюта. Пусть масса с полной экипировкой составит m = 80 кг, тогда с помощью (24) найдем, что Re = 3,4106, благодаря чему С = 0,5, а с помощью (23) определим
σ = (vRe/u)2 ≈ 104 м2.
Округлим до σ = 100 м2 и посмотрим, опираясь на (22), что будет, если масса парашютиста увеличится до 100 кг или уменьшится до 50 кг. В первом случае и = 5,72 м/с, что соответствует прыжку без парашюта с высоты 1,67 м, во втором случае u = 4,43 м/с и высоте в 1 м. Как видим, изящным быть выгоднее! Поэтому, чтобы был стимул к похудению, оставим σ = 100 м2.
Мы ответили на главные вопросы, используя минимальный математический аппарат за счет использования первого закона механики и требования постоянства скорости опускания. Но ведь может так случиться, что не хватит запаса высоты, чтобы скорость стабилизировалась. Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим следующее уравнение (подумайте, откуда оно взялось?)
m (du/dt) = Р - F = mg - mku2,
где k = 0,5 ρσc/m.
Ho   
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благодаря чему из предыдущего получим уравнение с разделяющимися переменными, интегри​руя которое при начальном условии у = 0, u = 0, получим (проверьте!)
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Из решения (25) видно, что при y → ∞ получаем (22), как и должно быть. Теперь на основе (22) и (25) определим, на каком расстоянии h разница между скоростями u(h) и u(∞) не превысит 1%
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Решая полученное соотношение относительно h (проде​лайте это), найдем h ≡ 14 м. Поскольку с такой высоты с парашютом никто не прыгает (он не успеет раскрыться), то полученное выше простое решение оказывается достаточным для любого разумного диапазона высот.
Сравнивая два решения, мы можем на этом примере просле​дить действие принципа соответствия, согласно которому новое знание не отрицает полностью старое, а содержит его в себе как частный случай. Действительно, формула (22) содержится в формуле (25) и получается из последней при y → ∞ .
Сознательное использование этого принципа позволяет во многих случаях оценить принципиальную правильность полу​ченных результатов (предельный переход, как правило, проще повторения сложных выкладок) и избежать ошибок.
2.6. СПАСЕНИЕ УТОПАЮЩИХ - ДЕПО РУК САМИХ УТОПАЮЩИХ!
В конце 70-х годов в Одессе был популярным анекдот:
· Говорят, что в Одессе с мясом плохо?
· Ну, что вы! В Одессе с мясом хорошо! Вот без мяса действительно плохо!
Поскольку без мяса было плохо не только в Одессе, то, «идя навстречу пожеланиям трудящихся», была принята Продоволь​ственная программа, в связи с чем на первое место в Одессе вышел такой анекдот:
-
Вы слышали: во все магазины Одессы завезли вырезку... из Продовольственной программы?!
Поскольку и эта программа приказала долго жить, то в конце концов начальство пришло к мудрому решению и раздало трудящимся землю под огороды, ведь «Спасение утопающих — дело рук самих утопающих!» При этом у людей возникла куча проблем, а с ними и куча интересных задач. С одной из них познакомимся ниже.
Пусть нам необходимо изготовить сферическую насадку радиуса а для полива огорода радиуса R (пусть для простоты он будет круглым), чтобы количество воды, приходящееся на единицу его площади, было постоянным (существующие насад​ки этому условию не отвечают). Для простоты считаем, что насадка лежит прямо на земле (рис. 17), а скорость истечения воды v0 одинакова из всех ее отверстий. Радиус сферической поверхности насадки a<<R.
Искомой величиной в за​даче является число n малых отверстий, приходящихся на единицу площади поверхнос​ти насадки, которое, очевид​но, зависит от угла α. Сначала рассмотрим за​дачу в простейшей постанов​ке, пренебрегая сопротивле​нием воздуха. Тогда для струйки, вытекающей под углом а, имеем в проекциях на оси координат
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откуда, исключая t, находим траекторию струйки
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Рис. 17. Схема истечения струйки из насадки

Полагая у = 0, находим точку приземления струйки r = =vog-1 sin2a. Эта величина достигает максимума R = vo2g-1 при α = 450, откуда находим необходимую скорость истечения воды    
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   и ее давление ро = 0,5 ρovo2, где ρо = 1000 кг/м3 - плотность воды.
Количество воды, приходящееся на кольцо радиусом г и шириной dr, пропорционально его площади ds = 27πrdr, откуда, используя выражение для г, находим (проверьте!)
ds - 2πv04 g-2sin4αdα.                                            (27)

С другой стороны, это же количество воды (на основании уравнения неразрывности) пропорционально площади сферичес​кого слоя насадки и плотности n(α) распределения на ней отверстий
dσ = 27πa2n(a)sinαdα.
(28)
Сравнивая (27) и (28), находим n(a) ~ 4 cosα · cos2α. Нормируем полученную величину на единицу, тогда
n(α)  -  cosα · cos2α,   0< α  <45°.
(29)
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Рис. 18. Распределение плотности размещения отверстий на поверхности насадки (обозначения – в тексте)

График   функции   у = cosα cos2α показан на рис. 18 (сплошная линия).
Сделаем некоторые чис​ловые оценки. Пусть R = 6 м тогда  vo =  7,67 м/с,  ро = 2,94104 Па - вполне приемлемые величины.

Теперь поднимем насадку на высоту h, существенно меньшую R, тогда вместо (26) имеем (проверьте!) 

y = h + xctgα – 0,5 x2 g(vo sinα)-2  ,

откуда при y = 0 получаем
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Дифференцируя (30), находим
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Используя (28), (30),(31) аналогично предыдущему получаем 


[image: image75.wmf]a

a

a

a

a

tg

ghv

cjs

n

)

2

cos

1

5

,

0

2

cos

~

)

(

2

0

+

+

×

-

.                                             (32)

Из (31), полагая dr/dα = 0, имеем угол наклона самой дальнобойной струи.
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Опять сделаем числовые оценки. Пусть h = 1 м, тогда в нашем случае ghvo2 = 0,1668, α* = 40,8° С помощью (30) определяем R = 6,8 м. Вид кривой n(α) для данного случая показан на рис. 18 пунктиром. Как видим, высота подъема насадки играет заметную роль.
Теперь оценим влияние силы сопротивления воздуха, для чего зададимся диаметром капли δ = 0,01 м и определим число Рейнольдса Re = voδ/v = 5114, для которого коэффициент сопротивления сферы равен С = 0,4. Однако примерно полпути струйка летит как единое целое, а уже потом разбивается на капли. У струйки же поверхность контакта с воздухом значи​тельно меньше, чем у капли. Поэтому шар с объемом V = πδ3/6 заменим равновеликим цилиндром V = πδ2l /4 того же диаметра δ, длина которого равна l 2δ/3. Боковая поверхность цилиндра, контактирующего с воздухом, в 1,5 раза меньше поверхности сферы. Поэтому коэффициент сопротивления жидкости при пол​ете можно взять в 0,5(1+1,5) = 1,25 раза меньше, чем для сферы, т.е. в нашем случае можно принять С = 0,32.
Сила сопротивления воздуха составляет
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где: ρ = 1,2 кг/м3 - плотность воздуха; 
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- модуль скорости струйки. Чтобы упростить задачу, осредним величину V, тем более что меняется она в небольших пределах. Действи​тельно

[image: image79.wmf]2

0

2

0

)

cos

(

sin

gt

V

V

V

-

+

@

a

a

,

откуда при t = 0, Vmax = V0 = 7,67 м/с, а при t = v0 g-1cosα , 

Vmin = 5,43 м/с. Берем среднее значение 6,55 м/с. Таким образом, имеем
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Масса капли равна m = πρоδ3/6 = 5,24·10 -4 кг, тогда удельное ее сопротивление составит к = ε/m = 0,189. Уравнения движения в этом случае (при h = 0) запишутся так (почему?)
x’’ = - kx’ , y’’ =  g – ky’ .                                               (34)

Решение первого уравнения (34) дает (проверьте!) х'= С1е -kt. При t = 0    х' = Vx = Vosinα, откуда С1 =Vosinα и х' = Vosinα·e -Kt. Интегрируя еще раз, получаем х = - Vosinα·e –Kt k-1 +С2. При t = 0, х = 0, откуда С2 = Vok-1sinα, благодаря чему имеем
х = Vok-]sinα · (1 – е-kt).
                                               (35)
Решение второго уравнения (34) дает (проверьте!) у'= С1е-Kt – gk-1. При t = 0 у' = Vocosα, откуда Cl = Vocosα + gk -l, так что
у'   = Vy = (Vo cosα + gk-1)e-kt – gk-1. 

Интегрируя еще раз, получим 

у  = С2 + (Vo cosα + gk -1)к-1 e-kt – gk-1 ·t. При t = 0 и у = 0 имеем 
С2 = (Vo cosα + gk-1)к-1, так что
у =(1 - е-kt) (Vo cosα + gk-1)k-1- gk-1·t.                                          (36)
Так как выкладок было много, вероятность ошибки сущес​твенна, поэтому проверим правильность (35) и (36), используя принцип соответствия, для чего перейдем к пределу при k→0, воспользовавшись правилом Лопиталя (вспомнили?). В резуль​тате имеем
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как и должно быть.
Раскладывая в ряд Тейлора е -kt = 1 - kt + 0,5 (kt)2- ..., 
вместо (35) и (36) получим
х   = tvo sinα (l- 0,5 kt),
                             (37)
у ≡ tvo cosα - 0,5 t2 (g + kvocosα) .
                              (38)
Полагая в (38) у = 0, имеем выражение для t 

t = 2vo cosα (g+kvo cosα)-1 = 2(l- kvog-1 cosα) v0g-1 cosα,
подставляя которое в (37), найдем
г = (1- 1,5 kvog-1 cosα) v02 g-1 sin 2α.
                          (39)
Дифференцируя (39), получаем
dr = 2vo2g-1  cos2α [l -0,75 kv0g-1 (2- tgα· tg2α)] dα.                  (40)
На основании (28), (39) и (40) аналогично предыдущему (с учетом нормировки на единицу при α = 0) имеем
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  (41)
Нетрудно видеть, что в этом случае наиболее дальнобойная струя получается при
cosα* = (2 + 1,5 kvog-1)-05 ≡ 0,67.
                                              (42)
При α* = 47,9° с помощью (39) находим R = 5,08 м. Как видим, учет сопротивления воздуха вносит заметные корректи​вы. Характер распределения n(α) показан на рис. 18 штрихпунктиром. Чтобы получить необходимые R = 6 м, нужно поднять насадку на высоту h = 1,2 м или увеличить скорость истечения до Vo = 8,4 м/с.
Если учитывать совместное действие сопротивления воздуха и подъема насадки на высоту h, то получим
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     (43)
Нетрудно видеть, что влияние сопротивления воздуха мож​но до определенных пределов компенсировать подъемом насад​ки над поверхностью огорода (убедитесь в этом самостоятельно!). Сравнение полученных результатов с точным решением (на​йденным численными методами) показывает, что они отличают​ся не более, чем на 5%, что вполне допустимо.
2.7.  БЕСПЛАТНЫМ БЫВАЕТ ТОЛЬКО СЫР В МЫШЕЛОВКЕ
Так высказалась Маргарет Тетчер по поводу различных видов бесплатной помощи, но это остроумное замечание справедливо и в других случаях, например, при взаимоотношениях человека с природой, а они в последнее время становятся все более сложными.
Энергетический и экологический кризисы, поразившие об​щество потребления, заставили с надеждой обратить свои взоры к бесплатным, экологически чистым и возобновляемым источникам энергии: солнечной, ветровой и др. Особая надежда возлагается на ветровую энергию, с которой, как уже говори​лось, человечество знакомо давно.
Между тем теория идеального (без потерь) ветроколеса, утилизирующего энергию ветра, была разработана сравнитель​но недавно - в 1914 г. «отцом русской авиации» Н.Е.Жуковским, который показал, что располагаемая мощность воздушного потока N, имеющего скорость u и площадь сечения σ, равна
N = 0,5 ρu3σ
                                  (44)
Однако не вся она (даже в идеальном случае) может быть воспринята ветроколесом, вследствие чего теоретическая мощ​ность идеального колеса NT меньше величины N, в связи с чем вводится коэффициент использования энергии ветра
ξ =  NT/N,
                                   (45)
с помощью которого обычно оценивается теоретическая эф​фективность различных типов ветродвигателей.
Ученик Н.Е.Жуковского Г.Х.Сабинин в 30-х годах показал, что для идеального крыльчатого ветроколеса, ось которого параллельна вектору скорости ветра (коллинеарные агрегаты), предельное значение этого коэффициента составляет ξmax = 0,687. Другие типы ветродвигателей, у которых ось вращения перпенди​кулярна скорости ветра (ортогональные ветроагрегаты), характеризуются более скромными его значениями ξmax  = 0,2-0,5).
Отличие этого коэффициента от единицы связано с уменьше​нием скорости потока в окрестности ветроколеса (колесо, будучи сопротивлением на пути воздуха, заставляет поток расшириться в его створе, за счет чего скорость потока уменьшается). Кроме этого, происходят потери энергии, идущие на образование так называемых присоединенных масс воздуха, и потери непос​редственно в самом колесе, оцениваемые с помощью КПД ветро​колеса
η = Nk/NT ,
(46)
где Nk - мощность на валу ветроколеса. Для существующих схем ветроколес η< 0,65, так что коэффициент реального восприятия ветроэнергии колесом составляет всего (ξη)mах ≤ 0,45. Вместе с тем в других машинах аналогичного типа (турбинах, вентиля​торах и др.) он близок к 0,9, так что над ветроколесами еще работать и работать!
Если задаться величиной Nk,  то с помощью (45)  и (46) нетрудно найти величину диаметра ветроколеса
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Для дальнейшего анализа нам понадобится формула (8), а также широко применяемые на практике зависимость скорости ветра от высоты над уровнем моря
u = uo (Н/10)α,
                                                                                               (48)
выражение для дисперсии средней скорости ветра
σu2 = 0,36 + 0,00225 u02                                                                     
(49)
и вероятности того, что его скорость и не превысит v
Р (u ≤ v) = 1 - e-1(u/c).
                                                                                   (50)
Для условий Украины, например, α = 0,2 - 0,4; с = 7; m = 2.
Сделаем некоторые числовые оценки. Пусть скорость ветра в приземном слое (Но = 10 м) составляет u0 = 4 м/с. Примем высоту башни Н = 50 м. Тогда по формуле (8) имеем
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а по формуле (47) вычисляем, определив предварительно ско​рость
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и задавшись величиной мощности Nk = 100 кВт = 105 Вт, находим
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Как видим, габариты - весьма внушительные. А если взять мощность порядка 1000 кВт, то диаметр колеса увеличится до 122 м, так что принятая нами высота башни оказывается недостаточной, поскольку H>0,5D. А что если колесо расположить на большой высоте? Пусть, например, Н = 4000 м. В этом случае ρ = 0,8 кг/м3, u = 29,45 м/с и D = 5,26 м. Совсем другое дело. Даже если мощность опять принять равной 1000 кВт, то и в этом случае получается D = 16,63 м (не так уж много!).
А до какой высоты вообще целесообразно (с точки зрения уменьшения D) поднимать ветроколесо? Чтобы ответить на этот вопрос, с помощью формул (8) и (48) запишем выражение (47) в виде
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и найдем величину Н*, при которой реализуется максимум Nk ,
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                                         (52)
Если, как и раньше, принять α = 1/3, то Н* = 8200 м. Нетрудно видеть, что для этой высоты при Nk = 100 кВт D = 4,63 м, т.е. здесь уже такого разительного отличия нет, поскольку возрастание скорости ветра частично компенсируется снижени​ем плотности воздуха. Ну, а чем можно поднять ветроагрегат на высоту 4000 м? И можно ли вообще это сделать?
Безусловно можно, например, с помощью привязного аэрос​тата, причем трос, с помощью которого аэростат крепится к земле, можно использовать как кабель для подачи электроэнер​гии от генератора к потребителю (изобретение!).
На столь большую высоту поднимать не очень эффективное устройство (ηξ ≤ 0,45) явно нерационально. Необходимо как-то его улучшить. Как это можно сделать? Используем аналогию. Почему у осевых вентиляторов, весьма похожих на ветроколесо, ηξ ≤ 0,9? Потому, что у них рабочее колесо расположено внутри цилиндрической обечайки, не дающей возможности потоку раздаваться вширь и срезающей вихревую пелену, стекающую с концов лопаток в радиальном направлении. А кто мешает нам заключить колесо в цилиндрическую обечайку? Раньше это не давали сделать огромные габариты ветроколеса, но ведь сейчас мы их уменьшили до вполне приемлемых размеров, так что обечайку использовать уже можно. Тогда можно рассчитывать на величину ηξ <0,9, благодаря чему диаметр ветроколеса при   Н = 4000 м можно уменьшить до D = 3,72 м (Nk = 100 кВт) или до D = 11,76 m (Nk = 1000 кВт). Кроме того, использование ци​линдрической обечайки позво​ляет лучше организовать поток, устранить негативное влияние аэростата на аэродинамику коле​са, надежно закрепить ветроагрегат на аэростате и др. (рис. 19).
[image: image90.jpg]



Рис. 19. Схема высотной ветро-энергоустановки:

1 -аэростат, 2 - трос, 3 - корпус ветроагрегата,

4 - генератор, 5 - ветро-колесо, 6 – кабель

Заметим, что применение цилиндрической обечайки для ветроколеса является неплохим изобретением, которое было по​лучено с помощью аналогии и состоялось потому, что диаметр  колеса удалось уменьшить до приемлемых размеров.
После таких самовосхвале​ний, которые совершенно необходимы при поиске нового решения (положительное стимулиро​вание!), теперь спустимся на грешную землю и выясним все недостатки предлагаемого (представим себе, что это не ваше предложение, а измышление вашего кровного врага!).
В настоящее время рекордный аэростат имеет объем W ≡ 104 м3. Какой груз он может поднять? В соответствии с законом Архи​меда имеем

P = ρg(1 - ρго /ρ0 )W.                                    (53)

Конечно, было бы лучше использовать водород (у него больше подъемная сила, а цена меньше, чем у гелия), но это, к сожалению, исключается по условиям безопасности: достаточно искры (разряд статического электричества на оболочке аэростата, короткое замыкание в электрогенераторе, удар молнии, наконец), чтобы все наше устройство превратилось в пылающий факел. Применяем гелий, у которого ρго = 0,178 кг/м3. Тогда по формуле (53) имеем
Р = 9,81· 0,8 · (1 - 0,178/1,2) ·104 = 66839 Н  ≡ 6,5 т.
Прямо скажем, немного: этого хватит только для поддержа​ния троса!
Так что, расстанемся с красивой идеей? Нет, поборемся за нее! Ведь наш аэростат не плавающий, а привязной, он обтека​ется потоком и на него действует подъемная сила такая же, как и сила, поддерживающая самолет или воздушный змей, которые тяжелее воздуха.
Эту величину можно посчитать по формуле
R = 0,5ρu2scy
                                                                                                                            (54)
где: су = 0,8 - 1 - коэффициент подъемной силы; 

s - площадь продольного сечения аэростата. 

Чтобы найти последнюю, будем для простоты считать, что аэростат имеет форму эллипсоида вращения с радиусом а, в шесть раз меньшим длины аэростата, т.е. отношение максимальной полуоси эллипсоида к минималь​ной составляет с/а = 3. Так как объем эллипсоида вращения равен 
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то отсюда найдем a = 9,27 м, после чего вычислим S = πас = 809,6 м2. Наконец, по формуле (54) имеем R = 22 т. Этого с лихвой хватит.
Обратим внимание на то, что подъемная сила ветра втрое больше силы Архимеда. Так может быть вообще отказаться от аэростата? Было бы очень здорово, ведь возиться с гелием и дорого и хлопотно: из-за негерметичности ткани, идущей на изготовление оболочки, гелий постепенно замещается воздухом, в связи с чем время от времени его нужно заменять, обогащать и т.д. А для этого нужно иметь соответствующее оборудование, штат специалистов и пр., т.е. нести очень большие затраты.
Летающая платформа (воздушный змей) с установленными на ней ветроагрегатами - хорошее решение проблемы (изобретение), но как ее забросить на необходимую высоту, где скорость ветра обеспечивает достаточную подъемную силу? Опять идти да поклон к аэростатам? Нет, можно поступить по другому: использовать рабочее колесо ВЭУ в качестве винта вертолета (самое сильное изобретение!). Для этого ветроагрегат разворачи​вается на 90° так, чтобы плоскость вращения его колеса была параллельной земной поверхности, на электрогенератор подает​ся напряжение и он, превращаясь в электродвигатель, вращает ветроколесо, работающее в режиме вертолетного винта, развива​ющее необходимую подъемную силу и транспортирующее плат​форму на нужную высоту. По достижении последней напряжение снимается, ветроагрегат переводится из транспортного в рабочее положение, а генератор используется по прямому назна​чению.
Реализация этого проекта связана с решением большого числа сложных проблем, которые, в принципе, могут быть репины с помощью различных изобретений, теоретических и экспериментальных исследований и т.д. Однако есть проблема, которая сильно охлаждает энтузиазм создания высотных ВЭУ - это экономическая оценка данного предприятия: далее по самым оптимистическим прогнозам стоимость одного кВт-часа электроэнергии, полученной таким способом, оказывается в 3-5 раз выше, чем на тепловой электростанции. Невольно вспомнишь горькую шутку мудрой Маргарет.
3. В ВОДНОЙ ПУЧИНЕ
3.1. СМЕРЧ В  ВАННЕ ИЛИ БУРЯ В СТАКАНЕ
Выпуская воду из ванны, можно заметить, что при некоторой высоте столба жидкости образуется вращающаяся воронка, радиус которой увеличивается по мере понижения уровня воды. И неважно, подкручиваете ли вы поток рукой или нет, воронка образуется при одной и той же высоте столба жидкости (проверь​те!). Спрашивается, почему?
Чтобы ответить на этот во​прос, рассмотрим частицу жидкости массой m, расположенную в момент времени t в точке М(х, y) на границе сливной струи (рис. 20). На частицу действуют: направленная вниз сила тяжести mg; направленная по радиусу r центробежная сила mu2/r (где u - скорость вращения жидкости); направленная по радиусу кривизны R, образующей поверхности вращения сливной струи, центробежная сила mv2, R (где v - меридиональная скорость потока).
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Рис. 20. Частица жидкости на границе сливной струи
Уравнение движения выде​ленной частицы в проекциях на вертикаль и радиус вращения имеет вид (после сокращения на т)

(dv/dt)sinα = - g + v2R-1 cosα                                                                   (1)

(dv/dt)cosα  = u2 r-1 sinα.                                                                             (2)                    

Учитывая, что R = (1+у'2)3/2/y", cosα = (l+y'2)-1/2, sinα = у'(1+y’2)-1/2 , уравнения (1) и (2) являются нелинейными дифференциальными уравнениями второго порядка, решение которых весьма затруднено. Поэтому решать их «в лоб» не будем, а исключим   из (1) и (2) v2/R (сразу избавимся от R и v2)
dv/dt = -gsinα + u2r-1cosα.
                      (3)
Уравнение (3), хотя и проще, но «тоже не подарок», поэтому займемся производной dv/dt, представив ее в виде
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после чего (3) запишется в виде
0,5dv2 = -gsinαds + 0,5u2 cosα ds.
                   (4)
Поскольку dy = sinαds,   dr = cosαds, то вместо (4) имеем
0,5 dv2 =  -gdy + u2 ·r-1dr .
                     (5)
Как видим, уравнение (5) несравненно проще (1) и (2), т.е. тактика обходного маневра дала свои плоды. Поскольку уравнение (5) содержит две неизвестные величины u и v, то ему в пару нужно написать еще одно соотношение, связывающее те же величины, в качестве которого можно использовать уравнение Бернулли, в нашем случае (g >>dv/dt) имеющее вид
pо + ρgy + 0,5 ρv2 + 0,5 ρu2   = const
                                   (6)
и справедливое вдоль всей свободной поверхности струи. Здесь pо - атмосферное давление, ρ - плотность воды. Продифференцируем (6)
gdy + 0,5 dv2 + 0,5 du2 < 0
                  (7)
решим (5) и (7) совместно
u (du/dr) + u2r-1 = 0, 
откуда, интегрируя, получим
uг — const = k
                    (8)
закон постоянства циркуляции, говорящий о том, что вращение сливной струи потенциально, т.е. для его создания не нужна начальная завихренность потока.

Из (8) следует, что при r → 0 u → ∞ , но это физически невозможно, так как при некоторой скорости umax давление в жидкости падает настолько, что она при атмосферном давлении закипает, ее сплошность нарушается, образуя посредине воз​душный столб. Подставляя (8) в (5) и интегрируя, находим
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Пусть у = уо, r = ro, v = vo, тогда с = vo2 + 2gyo +k2r-2 и окончательно имеем
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                                                                          (9)

Когда мы открываем пробку в ванне, то скорость истечения определяется, согласно закону Торричелли, высотой столба жидкости
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т.е. с уменьшением у величина v уменьшается, но не до нуля, а до величины vmin. , которой соответствует уmin . = V2 min / 2g. В этот момент и образуется воронка, обеспечивающая постоянство скорости v вдоль свободной поверхности и ее независимость от у. Из (9) следует, что если v = vo = Vmin, то образующая поверхности вращения воронки должна удовлетворять уравнению

y = y0 -0,5k2 g (r-2 – r0-2 ).                                                                                                                  (11)
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Рис. 21. Распределение мери​диональных v и тангенци​альных u скоростей в смерче
Это же уравнение можно по​лучить непосредственно из (3), положив в нем dv/dt = 0, откуда
tgα = dy/dr = u2(gr)-1.                                                                                           (12)
Подставляя (8) в (12), получаем (11).
Похожие процессы происходят и в смерче. Рассмотрим eго небольшой фрагмент, для простоты считая, что он имеет форму цилиндра радиусом R (рис.21). Не следует думать, что это слиш​ком грубое допущение. Действи​тельно, в смерче u ≡ 100 м/с, R ≡  1 м, g ≡  10 м/с2. Согласно (12)
tgα ≡ 1000, т.е. α практически не отличается от 90°.
Здесь, как и раньше, имеется область a < r < R, где вращение подчиняется закону постоянства циркуляции (8), но, в отличие от воронки в воде, здесь центральная часть заполнена той же средой, вращение которой подчиняется закону твердого тела
u = ωr,
(13)
где  ω - угловая скорость.
Сопоставляя (8) и (13), из условия непрерывности поля тангенциальных скоростей, получаем ωа = k/а, откуда находим уравнение связи
к = а2 ω.
(14)
Запишем уравнение Бернулли для цилиндрической поверхности воздушного столба

p + 0,5ρv2 + 0,5ρu2 =const

и продифференцируем его по r
(dp /dr) + 0,5ρ(dv2/dr) + 0,5ρ(du2/dr) = 0  
[image: image98.wmf]
Градиент давления dp/dr создается полем центробежных сил, вследствие чего

(dp/dr) = ρu2r-1 .
                                                       (16)
Решая совместно (15) и (16), имеем
2 u2r-1+ (dv2 / dr) + (du2 / dr) = 0.
                                 (17)
Для кольцевой области a < r < R, где выполняется (8), из (17) следует dv2/dr = 0, откуда получаем
v = -vo = const
(18)
тот же результат, что и в случае водяной воронки).
Для внутренней области (г ≤ С), где выполняется (13), аналогично получаем
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Здесь vm - меридиональная скорость на оси смерча (r = 0). Выражение (19) справедливо при  r ≤ r0 , где r0 определяется из условия v(ro) = 0 (рис. 21), 

откуда 
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При ro< r < а вместо (19) будем иметь
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Рис. 22 Вращающаяся жидкость в стакане
Поскольку поле меридио​нальных скоростей непрерыв​но, то при r = a v = -v0, откуда с помощью (21) получаем связь между v0 и vm
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Наша модель, как нетруд​но видеть, содержит пять па​раметров (R, а, vm , vo, ω), но основной из них один - это ω, а все остальные должны выра​жаться через основной. Поэтому нужно иметь четыре уравне​ния, связывающие их между собой. Пока же у нас лишь одна такая связь (22). Найдем оставшиеся три.
Для этого прежде всего используем уравнение неразрывнос​ти, вычислив расход через центральную часть смерча
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                                                                        (23)
и приравняв его расходу через кольцевое сечение а< r < R
Q = πvo(R2 - с2),
                                                                           (24)
благодаря чему имеем вторую дополнительную связь
3vo(R2 - а2)ω2 = 2(vm3 – v03).
                                                                (25)
При вычислении первого интеграла в (23) использовалось выражение (19), а при вычислении второго интеграла - (21).
Для нахождения третьей дополнительной связи воспользуемся непрерывностью поля давления на внешней границе смерча. Для этого вычислим перепад давления от его центра (r = 0) к периферии (r = R)
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приравняем его динамическому давлению на границе смерча
Е = 0,5ρ(vo2 + k2/R2) = 0,5ρ (vo2 +ω2а4/R2),
откуда имеем третью дополнительную связь
(а2 /R2) + (v2o/2 ω2 а2) = 1.
                                                        (26)
Разрушительная энергия смерча определяется величиной динамического давления, которая достигает максимума (про​верьте!) при r = а и равна
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                                                           (27)

При выводе (27) были использованы соотношения (14) и (24). Чем больше Еmах, тем большие разрушения приносит смерч и тем быстрее он растрачивает энергию. Чтобы продлить срок существования при том же запасе энергии, величину Emax выгоднее иметь поменьше. Поэтому определим величину a, исходя из условия dEmax/da = 0, откуда получаем четвертую дополнительную  связь
2vo2= ω2(R2 - a2).
                                                                                (28)
Рассмотренная модель является самой простой и соответ​ствует смерчам малой интенсивности. С увеличением ω увеличи​вается число восходящих и нисходящих потоков, он становится многослойным.
Разобравшись со смерчем, обратим свой взор к стакану c чаем и удивимся тому, что чаинки не прижимаются (под действием центробежной силы) к стенкам стакана, а собираются в центре его дна. Эйнштейн настолько увлекся этой задачей, что обещал свою всемерную поддержку тому, кто ее разрешит.
Эта задача совершенно аналогична предыдущей, поскольку течение в стакане тождественно течению в смерче (см. рис. 22). Чаинки собираются в центре стакана вследствие сильного придонного сходящегося потока.
Наибольший интерес здесь представляет форма свободной поверхности вращающейся жидкости. Как показывает наблюдение, меридиональной составляющей скорости на поверхности можно пренебречь, так как продольный вихрь смещен ко дну стакана. Тогда, полагая в (3) dv/dt = 0, получаем (12). При 0 < r < а выполняется условие (13), вследствие чего из (12) имеем
у = уо + ω2r2/2g,
          (29)
где у = уо при r = 0. При r = а получаем
уа = уо + ω2a2/2g.
                                                                         (30)
При а < г < R выполняется условие (8), вследствие чего вместо (11) имеем
у = уm - 0,5 k2g-1(r-2 - R-2),
                                                 (31)
где у = уm при r = R. Подставляя в (31) r = а, находим
уа - уm- 0,5 ω2a4g-1(a-2 - R-2).
                                     (32)
Сравнивая (30) и (32), имеем
Δу = уm - yо = 0,5 ω2a2 g-1(2 - 02R-2).
                          (33)
В точке сопряжения (r = a) двух частей (29) и (31) образу​ющей поверхности вращения имеем точку перегиба, вследствие чего у"(а) = 0, откуда
a = 2 ω g-1.
                                                                               (34)
В данной задаче условие (34) заменяет условие (28). Кроме того, следует отказаться и от условия (26), поскольку здесь имеется твердая боковая стенка стакана. Как видим, в отличие от смерча «буря в стакане» имеет на одну дополнительную связь меньше. Но так и должно быть, поскольку здесь два независи​мых параметра: R (могу взять любой стакан) и ω (с какой скоростью хочу, с такой и мешаю чай ложкой). Все же остальные формулы предыдущей задачи остаются в силе.
Какие можно сделать выводы из всей этой истории. Во-первых, как и раньше упрощение задачи достигнуто за счет применения «элементов изобретения» (укажите их!). Во-вто​рых, задачи лучше решать не по одиночке, а группами (как в многодетной семье, когда одна вещь носится несколькими поколениями). В-третьих, правильно выбрать последовательность решения задачи (лучше, когда в многодетной семье первой  рождается  девочка  -  нянька!).
3.2. ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ИЗ СОСУДА
При решении многочисленных задач об истечении жидкости из сосудов в основу кладут знаменитую формулу Торричелли
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где: v - скорость истечения; h - высота столба жидкости в сосуде; g - ускорение свободного падения. Чтобы получить эту формулу, нужно владеть законом сохранения энергии при падении тел, когда потенциальная энергия mgh переходит в кинетическую mv2/2, уравнивая которые получаем формулу Торричелли, т.е. он, по-видимому, владел частным случаем одного из самых фундаментальных законов природы. Кроме того, Торричелли распространил закон падения твердых тел на жидкости, хотя это и не очевидно, поскольку закон сохранения энергии для жидкос​ти в случае ее неустановившегося движения имеет вид (2.17)
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                                     (35)
Здесь индексы  1  и 2 относят соответствующие   величины   к сечениям I-I и II- II (рис. 23). Кроме закона сохранения энергии   в  задачах  истечения жидкости должен быть использован другой фундаментальный закон природы - закон сохранения количества жидкости (уравнение неразрывности)

[image: image109.jpg]



Рис. 23. Схема истечения жидкости из сосуда

Sv1 = σv2                                                                                                           (36)

где S и a - площади поперечных сечений струи I-I и II-II соответ​ственно.
Потери напора  между контрольными сечениями  можно представить так
Δр12 = 0,5 pξv22
                                                                                     (37)
Рассмотрим подробнее выражение для инерционного напора
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Чтобы вычислить производную, воспользуемся формулой Торричелли и уравнением неразрывности (36), откуда
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Поскольку площадь поперечного сечения сосуда S остается постоянной, то dv/dt=dv1/dt=const и 
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Дифференцируя (38), имеем
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благодаря чему

pu =  -ρgh (σ/s)2                                                                                      (39)

На основании (35), (37) и (39) получаем (проверьте!)
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Если σ → 0 и p1 = p2, то (40) переходит в формулу Торричелли, т.е. с принципом соответствия все в порядке. Но в знаменателе (40) есть разность, а это всегда настораживает, поскольку, в принципе, можно выполнить сосуд, у которого
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 А в этом случае vo → ∞, что физически невозможно. Так, приехали! Раскритиковали замечательную формулу Торричелли, восполь​зовались фундаментальными законами природы и получили такой неожиданный результат. В чем же дело? Может где-то ошибка? Да нет, вроде...
Давайте обратимся к практике и посмотрим, как вытекает жидкость из отверстия (рис. 24). При движении жидкости вдоль днища от точки А к точке В направление скорости горизонталь​но, а ее модуль увеличивается от нуля до v2 . Обладая массой (а следовательно, и инерцией), струя не может мгновенно погасить горизонтальную составляющую скорости. Поэтому граница струи ВС обеспечивает плавное сопряжение горизонтального и верти​кального направлений движения, вследствие чего истинное сечение струи меньше геометрического в μ раз (μ – коэффициент сужения струи). Естественно, что нужно исправить уравнение неразрывности, записав его следующим образом

sv1 = μσ v2 ,                                                                                            (41)

после чего вместо (40) будем иметь 
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Наличие μ не дает возможности получить нуль в знаменателе. Даже если σ > s (рис.25), то в точке А происходит отрыв потока и величина v2 всегда остается конечной.
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Рис. 24. Форма сливной струи при σ < s               Рис. 25. Форма сливной струи при σ > s
Если крышка сосуда отсутствует, то р1 = р2 и 
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В этом случае решение задачи наиболее просто. Действи​тельно, пусть в момент времени t высота столба жидкости была h, а в момент t + dt она стала h-dh, т.е. за промежуток dt объем жидкости изменился на dV1, = - sdh, вследствие чего из сосуда вытек объем 
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 Вследствие неразрывнос​ти течения dV1 = dV2, откуда
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разделяя переменные и интегрируя, находим
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откуда период истечения жидкости 


[image: image124.wmf].

)

/

1

(

/

)

1

[(

2

2

2

2

2

2

2

S

g

S

H

s

T

s

m

s

m

x

ms

+

-

+

=

                                                                      (44)

Формула (44) получена в предположении: μ = const и отсутствует закрутка потока (см. предыдущий раздел). С ее помощью можно решать довольно широкий круг задач. Напри​мер, какую форму должен иметь сосуд, чтобы скорость сниже​ния уровня жидкости в нем была постоянной (водяные или песочные часы)?
Из (43) имеем   

[image: image125.wmf],

/

1

cjnst

s

h

A

dt

dh

V

=

=

-

=

ms


откуда 
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Если нужно уменьшить время истечения Т, то с помощью (42) находим, что это можно сделать, увеличив σ (если устрой​ство вашего сосуда это допускает) или разность давлений р1 – р2, присоединив, например, к закрытому бачку баллон со сжатым воздухом. В этом случае вместо (43) имеем


[image: image128.wmf]),

(

2

1

p

p

bh

a

sdh

-

+

=

-

ms

                                                                                 (46)


где 
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b = ρg(1 + μ2 σ2/s2 )

(уравнение (46) проинтегрируйте и проанализируйте самостоя​тельно).
А что будет, если наддува нет, а крышка сверху герметичес​ки закрыта? В этом случае величина р1 будет зависеть от h. Каким образом? Это зависит от того, насколько быстро протека​ет рассматриваемый процесс. Если истечение происходит мед​ленно, то за счет теплообмена с окружающей средой температура воздуха будет оставаться практически постоянной, благодаря чему по закону Бойля-Мариотта имеем
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Здесь: H - высота сосуда; δ - начальный зазор между крышкой и уровнем жидкости; ро - начальное давление в газе при t = 0. В этом случае     p1 = p0δ / (Н - h + δ).
При некотором h = h* подкоренное выражение в (46) обращается в нуль, режим непрерывного истечения прекраща​ется и заменяется режимом «пробулькивания», при котором через сливное отверстие прорывается воздушный пузырь, пога​шающий дефицит давления и дающий возможность небольшой порции воды вытечь наружу, затем все повторяется. Естественно, для описания такого периодического течения наша простей​шая модель не годится. Ее действие прекращается при

[image: image131.wmf].

/

)

/

(

25

,

0

)

/

(

5

,

0

2

2

2

2

b

H

p

b

p

H

b

p

H

h

+

+

+

+

+

+

<

d

d


Хорошо, а если нам нужно иметь постоянную скорость истечения струи v2, например, в случае водохранилища, из которого вода поступает в гидротурбину (при этом р1 = р2 и h = var). Как это сделать? Посмотрим на формулу (42). Из нее видно, что можно получить постоянство v2, если связать пло​щадь а сливного отверстия с величиной h по закону
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Рис. 26. Схема гидроустановки с постоянной подачей воды: 1 – поплавок, 2- входные отверстия, 

3- турбина, 4 – сливная труба.

что можно сделать с помощью автоматики. А если без авто​матики?
Можно и без автоматики (это самая лучшая автомати​ка!). Посмотрите еще раз на формулу (42), поскольку от​вет нужно искать в ней, а теперь на рис. 26. Понятно? Постоянство скорости пото​ка в сливной трубе здесь обеспечивается постоянством ве​личины h.
А можно как-нибудь еще? Подумайте, если получится, то смело оформляйте заявку на получение патента!
3.3. СРАБОТАННЫЙ  ЕЩЕ РАБАМИ РИМА
Вы, конечно, поняли, что речь сейчас пойдет о водопроводе, к которому мы так привыкли, что обычно его не замечаем. А прорвет - тогда беда! Тогда бежим к сантехнику и обеспечиваем ему «бутыльброт» (по словам Аркадия Райкина). Но это было раньше, а в наше скудное время не мешает и самому кое-что знать и уметь из этой области.
Расчет трубопровода (а все начинается с расчета!) основан на уравнениях Бернулли и неразрывности потока. При этом вели​чина потерь давления на участок длиной l определяется по формуле Вейсбаха-Дарси
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где D - внутренний диаметр трубы, а λ - коэффициент «потерь по длине», зависящий от числа Re. При Re ≤ 2300 (ламинарное течение) λ = 64/Re. При 2300 < Re < 105 эта зависимость носит очень сложный характер (переходной режим турбулентного течения), а при Re > 105 λ = const (автомодельный режим турбулентного течения). В промышленных установках мы, как правило, имеем дело с Re > 105.
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Рис. 27. Внезапное расширение потока

Кроме потерь по длине существуют так называемые местные потери, характерным представителем которых является внезапное рас​ширение потока (рис. 27), сопровождающееся его отрывом и образованием вихревой области, жид​кая граница которой обеспечивает плавное расширение активной части потока. Процессы, происходящие при этом, особенно в вихревой об​ласти, весьма сложны и их математическое описание оказывается весьма простым и эффективным, так как позволяет определить потери давления, что и данном случае представляет наибольший интерес.
Здесь кроме упомянутых двух фундаментальных законов нам понадобится еще теорема импульсов, которая легко полу​чается из второго закона механики 
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 т.е. приращение количества движения (mv) равно импульсу (Fdt) внешних сил.
Расположим контрольные сечения I-I и II-II в начале и конце области отрыва, где поток не нарушен. Для этих областей имеем уравнения Бернулли
p1 + 0,5ρv12 = p2+ 0,5ρv22 + Δp12
                                                                     (50)
и неразрывности
v1σ1 = v2 σ2                                                                                                (51)
Проекция на ось трубы внешней силы, действующей на выделенный участок потока, равна (p1 - p2)σ2. Так как масса жидкости, проходящей через заданное сечение за время dt, равна pv2σdt, то изменение количества движения в проекции на ось трубы составит
p(v22 σ2 - v12 σ1 )dt.
Тогда на основании теоремы импульсов имеем
(p1 - p2)σ2 = ρ(v22 σ2 - v12 σ1 )                                                                          (52)
Решая совместно (50)-(51), имеем (проверьте!)
Δp12 = 0,5ρ(vl - v2)2.
                                                                                 (53)
Формула (53) выражает теорему Борда-Карно: потеря напо​ра вследствие внезапного расширения потока равна динамичес​кому давлению потерянной скорости. Из (53) получим коэффи​циент местных потерь на внезапное расширение
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Обратим внимание на то, что простота, с которой получена формула (53), великолепно подтверждаемая экспериментами, достигнута за счет интегрального подхода (мы не рассматрива​ем, что делается внутри выделенной области) и использования фундаментальных законов природы.
Если два выделенных сечения соединить коническим диф​фузором (рис. 28), то, как показывают эксперименты, коэффи​циент потерь на расширение потока в диффузоре составит
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где 2α - угол раскрытия диффузора.
Сравнивая (54) и (55), можно заметить, что коэффициент потерь диффузора меньше коэффициента потерь на внезапное расширение только при 2α < 43°, т.е. при 2α > 43° применение диффузора неэффективно.
А что если внезапное расширение сделать многоступенча​тым (рис. 29)? Пусть при этом отношение площадей выходного σк и входного σо сечений останется тем же. Длину его (мы выберем такой, чтобы все вихревые зоны оказались замкнуты​ми, а для этого, как показывают эксперименты, длина ступень​ки должна в 5-6 раз превышать ее высоту, т.е.
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Рис. 28. Сечение конического диффузора            Рис. 29 Ступенчатое расширение потока

Нетрудно установить (проверьте!), что коэффициент потерь в таком диффузоре составляет
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Из условия минимума коэффициента потерь давления 
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 нетрудно найти оптимальное соотношение площадей соседних сечении
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причем площадь сечения первой ступени равна
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Теперь сделаем некоторые оценки. Пусть предлагаемый ступенчатый диффузор имеет k = 5 ступеней, n = 2, σ0 = 1 м2. Тогда по формулам (59) и (58) находим 
σ1 = 1, 111, σ2 = 1,245, σ3 = 1,425, σ4 = 1,667, σ5 - 2. По формуле (57) находим 

ξ = 0,052. 

Длина этого диффузора согласно (56) составляет 1 = 1,4 м. Если взять традиционный конический диффузор такой же дли​ны l =1,4 м и степени расширения n = 2, то угол α будет равен
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а коэффициент потерь составит согласно (55) ξ = 0,086, т.е. в 1,6 раза больше чем в предыдущем случае!

А можно ли при той же степе​ни расширения и том же коэффи​циенте потерь уменьшить длину диффузора? У традиционного нет, а у ступенчатого можно (рис. 30), разместив часть области отрыва в «пазухе».
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Рис. 30. Ступенчатый диффузор с пазухами

Для оценки степени возможного сокращения длины такого диффузора рассмотрим потенциальное течение идеальной несжимаемой жидкости на плоскости комплексного переменного z = x+iy (рис.31), где поток от источника обильностью Q, расположенного в точке А на бесконечности слева, движется по полосе шириной h, затем внезапно расширяется при переходе на полосу шириной Н, образуя зону отрыва, частично располагающуюся в пазухе длиной Δl, а затем попадает в сток той же интенсивности Q, расположенный в точке F на бесконечности справа. Из условия одинаковости коэффициентов потерь в пространственном и плоском случаях имеем H/h = n.
.
Отобразим верхнюю полуплоскость t = ξ + iη (рис. 32) на область рассматриваемого течения плоскости z = х + iy. Аналитическую функцию, осуществляющую такое отображение, можно получить на основе интеграла Кристоффеля-Шварца, который в данном случае имеет вид
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                (60)

Константы M и N и параметры a и b находим, сопоставляя характерные точки течения на плоскостях t z:
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после чего выражение (60) принимает вид
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Рис. 31. Схема течения на плоскости z = x+iy
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Рис. 32. Схема течения на плоскости t = ξ + iη 

Напишем далее выражения для комплексного потенциала течения на плоскости t, принимая во внимание, что кроме указанных источника и стока, расположенных в точках A и F, в точке D  разместим диполь такой интенсивности, чтобы линия раздела транзитного потока и области отрыва проходила через точку В. Аналитически продолжая рассматриваемое течение в нижнюю полуплоскость t, замечаем, что такое продолжение приводит к удвоению указанных особенностей, в результате чего получаем
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В точках В и К на плоскости t скорость течения обращается в нуль

[image: image154.wmf],

0

1

1

1

)

(

2

_

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

-

=

=

g

t

a

t

Q

dt

dw

t

v

p


откуда при tB  = b2   находим
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при tk = k получим
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Абсциссу точки k на плоскости z, ограничивающую область отрыва, находим из выражения (61), положив t = k и выделив действительную часть полученного выражения
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Для ступенчатого диффузора без пазух Δl= 0, откуда tB = b2 = 0, благодаря чему для этого случая имеем h/H = а, а из выраже​ния (64) находим k = 1 + а2, т.е. в данном случае
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Степень снижения длины многоступенчатого диффузора с пазухами, очевидно, равна 
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 отсюда длина такого диффузора
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Опять выполним числовую оценку. Пусть, как и ранее, n = 2. Примем a = 0,8. Тогда b = 0,631. По формулам (61) - (66) находим Δh =0,262h, k = 1,64, xk = l,3h, xk*= 1,52 h, μ = 0,853, l = 1,193 м. Коэффициент потерь такого диффузора равен ξ = 0,052. В то же время коэффициент потерь конического диффузора той же длины l = 1,193 м и степени расширения n = 2, имеющего угол раскрытия α = 22°, равен ξ = 1,04, что в 20 раз больше! Как видим, изобретение пазух значительно увеличило эффективность ступенчатого диффузора.
Еще раз оглянемся на пройденный путь. Начали мы с внезапного расширения и увидели, что оно имеет значительно больший коэффициент потерь, чем традиционный конический диффузор той же длины и степени расширения. Здесь можно было бы поставить точку, но мы этого не сделали, а пошли дальше. Очень удачной оказалась мысль разбить большой отрыв на несколько маленьких. Числовая оценка, выполненная на основе полученных зависимостей, показала, что ступенчатый диффузор может быть более эффективным, чем конический. Экспериментальная проверка подтвердила правильность теоре​тических рассуждений. Ступенчатый диффузор был признан изобретением. Оценка геометрических параметров диффузора с пазухами потребовала привлечения более сложного математи​ческого аппарата и дала возможность осуществить еще более эффективное изобретение, т.е. с помощью изобретений можно спасти даже самое безнадежное дело, и математика здесь играет не последнюю роль!
3.4. ВОПРОС ДЛЯ ЗНАТОКОВ
Под знатоками мы подразумеваем участников игры «Что? Где? Когда?» А вопрос можно сформулировать так: «Что общего между гильотиной и воздухоплаванием?»
Как известно, гильотина была изобретена французским врачом Ж.Гильотеном и хорошо поработала во время Великой французской революции, причем ее изобретателю самому пришлось познакомиться с «милосердием» своего страшного дети​ща. Но технари взглянули на гильотину с другой стороны и приспособили ее для разрезания стальных листов, быстрого перекрытия трубопроводов и др.
Однако внедрение быстродействующих задвижек привело к многочисленным авариям на трубопроводах, вследствие возни​кающего при этом гидроудара. Полное описание гидроудара дал «отец русской авиации» Н.Е.Жуковский и оно заключается в том, что при быстром перекрывании трубопровода жидкость у задвижки резко останавливается, что приводит к резкому повы​шению давления, распространяющемуся со скоростью звука в виде ударной волны к началу трубопровода, достигая его за время t = l/c, (l - длина трубы, с - скорость звука). Через время t вся жидкость в трубе будет неподвижной при «ударном давлении» Руд.
На границе входа в трубу из резервуара, откуда поступает вода, в момент времени t соприкасаются две среды: одна - жидкость в резервуаре при нормальном давлении ρ и другая - в трубе при давлении Pуд. В этом состоянии равновесие на границе невозможно и под действием разности давлений жид​кость начнет из трубы поступать в резервуар, вследствие чего давление на границе упадет и уже волна разрежения со ско​ростью С будет двигаться к задвижке и достигнет ее в момент времени t = 2 l/с (при этом жидкость в трубе движется в сторону резервуара). Отразившись от задвижки в момент времени t = 3 l/с волна достигнет резервуара (жидкость в трубе при этом будет неподвижной). Поскольку давление в резервуаре в этот момент больше, чем в трубе, начинается процесс восстановления нормального давления и нормальной скорости V. А дальше все повторяется сначала, но не так интенсивно, поскольку часть энергии ушла на преодоление сил трения и деформацию трубы.
Для определения величины Pуд, которая может вызвать разрушение трубопровода,  рассмотрим явления у задвижки после ее быстрого перекрытия. За время dt после   возникновения удара прекращается движение жидкости и возрастает давление только на длине dl = cdt (рис. 33).
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Рис. 33. Отсек трубы, находящийся под гидроударом

Используем закон импульсов, для чего заметим, что проекция импульса внешних сил на ось трубы равна (pуд – p)σdt (σ – площадь сечения трубы). Приращение количества движения (если пренебречь увеличением объема трубы на участке dl) составляет ρσvdl. Сравнивая два выражения, имеем
руд - р = pvdl / dt = ρvc.
                                                                            (68)

Формула (68) носит имя Н.Е.Жуковского. Если закрытие трубы происходит не мгновенно, а за время t3>T, то вместо (68) пользуются формулой Мишо (Т = L/c; L - длина трубы)
руд - р = ρvcT /t3                                                                            (69)
Далее, найдем величину с, которая, как показывает опыт, зависит не только от упругости жидкости, но упругости трубы и некоторых ее параметров, для чего рассмотрим изменение массы жидкости в отсеке АВ (см.рис. 33). До удара М = pσdl . За время удара dt в отсек поступает дополнительная масса pσvdt, равная дифференциалу М, т.е dM = dp · σ ·dl + ρdldσ, откуда
v = c(dp / ρ) + c(ds/s).
                                                                           (70)
Ho  σ = πr2 , поэтому
dσ / σ = 2dr = 2i,
                                                                                       (71)
где i = ε/Е - отношение напряжения в трубе к модулю упругости ее материала.
Если отсек трубы разрезать вдоль оси, то на каждую половину ее действует дополнительная сила (руд - р)Ddl, где D - диаметр трубы, воспринимаемая площадью 2δdl, где δ – толщина стенки. Таким образом,

ε = (руд-р)D/2δ.                                                                                       (72)    

Для постоянной массы m = ρV = const (V - объем), дифференцируя, имеем   dρ/ρ = - dV/V. Учитывая, что модуль упругости жидкости определяется так 

Е0 = - Vdp/dV,  из  предыдущего равенства найдем
dρ/ρ = dp / Ео = (руд - р) /Ео.
                                                                                (73)
Подставляя (71)-(73) в (70), получаем
v = (pуд-p)c(E0-1+D/δE).
                                       (74)
Исключая из (68) и (74) V, найдем
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благодаря чему окончательно получим
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Сделаем количественные оценки. Пусть v = 4 м/с, D = 0,2 м, Ео= 1.96.109 Па, р = 1,5·106Па, Е = 1011Па. По формуле (76) находим руд = 3,94106 Па, что значительно превышает величину р. Естественно, что прочностной расчет трубопровода нужно вести по величине руд.

А теперь вернемся к знатокам. Если они пришли к заклю​чению, что воздухоплавание к этой истории имеет отношение через посредство «отца русской авиации», то они ошиблись, так как воздухоплавание - это полет на аппарате легче воздуха, а Н.Е.Жуковский занимался развитием теории полета на аппара​тах тяжелее воздуха. Первый же летательный аппарат легче воздуха построили в 1783 г. братья Монгольфье. А гильотина была изобретена в 1789 г. и сразу же изобретательные братья использовали ее в качестве быстродействующей задвижки, но, столкнувшись с неприятностями и сообразив, в чем дело, нашли гидроудару полезное применение, изобретя гидротаран - устрой​ство для подъема воды.
Это остроумное устройство (рис. 34) состоит из: сбросного клапана 1, напорного клапана 2, воздушного колпака 3, пита​ющей трубы 4, подъемной трубы 5. Работает оно так. Вода из водоема по питающей трубе 4 попадает в гидравлический таран и, проходя через сбросной клапан 1, выливается наружу. Под действием струи клапан 1 закрывается, что приводит к гидроудару. Растет давление, под действием которого открывается напорный клапан 2 и часть воды поступает в напорный воздуш​ный колпак 3. Вслед за этим давление в трубе 4 падает, а сжатый в колпаке 3 воздух запирает клапан 2 и выжимает воду по трубе 5 в верхний водосборник. С падением давления в трубе 4 клапан 1 открывается и вода выливается наружу. Затем все повторяется в той же последовательности.
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Рис. 34. Схема гидротарана: 1- сбросный кла​пан, 2-напорный клапан, 3 - воздушный кол​пак, 

4 - питающая труба, 5 -подъемная труба

Полезная работа гидротарана, очевидно, равна qH, где q- расход через трубу 5, а затраченная Qh, где Q - расход через трубу 4. Тогда КПД гидротарана составит η = qH/Qh
Следует заметить, что у современных конструкций гидротарана он достигает η = 0,7, что весьма неплохо (вспомним, что у паровоза, который был изобретен в 1814 г., η = 0,06).
3.5.  ОТЧЕГО УВЕЛИЧИВАЕТСЯ КРОВЯНОЕ ДАВЛЕНИЕ?
Когда пишу эти строки, к сожалению, ощущаю тяжесть в затылке. Клятая гипертония! Кто тебя выдумал на нашу голову? Кто выдумал, трудно сказать, а вот кто открыл, установить несложно. Как всегда, наугад открываю энциклопедический словарь и почти сразу натыкаюсь: «Жан Луи Мари Пуазейль (1799-1869), французский врач, первым применил (1828) ртут​ный манометр для измерения кровяного давления, установил закон истечения жидкости», получивший впоследствии его имя. Ну, а как установил? На основе закона Ньютона, открытого еще в 1686 г., согласно которому сила вязкости F, действующая на элемент поверхности тока площадью а в жидкости, имеющей скорость v = dx/dt, равна
F = μσdv/dy,
                                                                                           (78)
где μ - коэффициент вязкости; у - направление нормали к площадке σ и скорости v (рис. 35), причем на твердой стенке у = 0 v = 0, т.е. жидкость прилипает к твердой границе течения.
Вслед за Пуазейлем рассмотрим цилиндрический капилляр длиной l и внутренним радиусом R и выделим в нем цилин​дрический слой жидкости длиной l, радиусом r и толщиной dr (рис. 36). К его внутренней поверхности приложена сила вязкос​ти F, а к наружной - (F + dF), сумма которых, очевидно, равна 
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 Здесь роль у играет r. Так как площадь поверхности слоя равна σ = 2πrl, то -dF = - 2πμld(rdv/dr). Если ограничиться рассмотрением установившегося движения жидкости (dv/dt = 0), то эта сила полностью уравновешивается силой давления dP = (p1- p2) 2πrdr, где р1, p2 - статическое давление жидкости в начале и конце капилляра. Таким образом, имеем 
-dF = dP, откуда после очевидных преобразований получаем (проверьте!)
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Дважды проинтегрировав (79), Пуазейль получил


[image: image167.wmf].

4

2

1

2

2

1

C

lur

C

r

l

p

p

v

+

+

-

-

=

m

                                                                            (80)

[image: image168.jpg]



Рис. 35. Распределение скорости течения возле стенки
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Рис. 36. Цилиндрический слой жидкости

Для определения двух произвольных постоянных С1 и С2 имеется только одно граничное условие: на стенке капилляра v(R) = 0. Откуда взять второе условие? От противного: мы рассмотрели максимальное значение величины r = R, давайте рассмотрим минимальное, т.е. r = 0. Что при этом происходит? Из (80) следует, что v(0) = - ∞, но физически это нереально. Чтобы исключить эту нереальность, необходимо положить С1 = 0 (аи да врач!). Используя граничное условие на стенке капилля​ра, найдем С2 = (p1- p2) R2 4μl, после чего вместо (80) окончательно получим 
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Из (81) видно, что распределение скорости потока по ради​усу капилляра выражается квадратичным законом. С помощью (81) нетрудно найти расход Q жидкости через капилляр
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                                                                                    (82)
Выражение (82), в отличие от (81), содержит величины, которые могут быть получены экспериментальным путем с большой степенью точности, и на его основе можно построить способ определения коэффициента вязкости для различных жидкос​тей, что Пуазейль и сделал. Действительно, расход жидкости Q можно определить, фик​сируя время Т наполнения мерного объема V(Q = V/T), перепад давлений Δр = р1 - р2 на мерном участке капил​ляра можно определить с помощью дифференциаль​ного манометра (рис. 37). Необходимо также фиксировать температуру жидкости, поскольку она определяется интенсивностью броуновского движения молекул, очевидно влияющей на величину вязкости, так что измерения необходимо проводить при постоянной температуре τ.
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Рис. 37. Схема экспериментальной установки Пуазейля

Если бы в начале прошлого века существовала мода офор​млять патенты на методы исследования, то Пуазейль мог бы подать заявку с такой формулой изобретения: «Способ определе​ния коэффициента вязкости μ жидкости, отличающийся тем, что в капилляре 1 с внутренним радиусом R на расстоянии l устанавливают датчики 2 статического давления, подключен​ные к дифференциальному манометру 3, с помощью которого определяют перепад статического давления Δр, за мерным участком капилляра 1 размещают термометр 4, с помощью которого фиксируют температуру жидкости, а также мерную емкость 5 объемом V, время наполнения которой Т фиксируют с помощью датчика времени 6, после чего вычисляют величину коэффициента вязкости μ для каждого значения температуры с помощью формулы
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Используя эту методику, Пуазейль провел исследования вязкости воды, результаты которых представил в виде удобной формулы
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где ρ - плотность воды (г/см3) при данной температуре τ°С. Из формулы (82), переписав ее следующим образом
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он сделал важный врачебный вывод, что на величину кровяного давления больше всего влияет радиус кровеносных сосудов. Ну, как вам нравится врач образца 1828 года?
3.6. ВИХРИ ВРАЖДЕБНЫЕ

Замечательный английский инженер и физик Осборн Рейнольдс (1842 – 1912), изучая движение в трубах обнаружил, что существуют два различных режима течения: упорядоченное (ламинарное) и неупорядоченное (извилистое, по определению автора открытия). Переход от одного к другому происходит скачком при некотором значении скорости u, которое, как показали эксперименты, зависит от диаметра трубы δ, вязкости жидкости μ и ее плотности ρ.
Возникла необходимость в поиске критерия такого перехо​да, включающего в себя всех действующих лиц (u, δ , μ, ρ). И Рейнольде блестяще справился с этой задачей. Прежде всего он понял, что искомый критерий должен быть безразмерным, чтобы не зависеть от выбора системы единиц. Для англичан этот вопрос был особенно актуальным, ибо, как остроумно заметил лорд Кельвин, «на свете не было бы более нелепого, чем английская система мер и весов, если бы не было английской денежной системы». Кстати, сам Кельвин, будучи президентом Лондонского королевского общества, принял в этой истории живое участие, оказывая поддержку работам Рейнольдса и предложив обнаруженный режим течения называть турбулент​ным, что конечно же звучит более значительно.
Чтобы получить безразмерную величину, нужно взять отно​шение двух величин одинаковой размерности (только в этом случае она сократится), а поскольку речь идет о механическом движении под действием некоторых сил, то естественно взять отношение противоборствующих сил. Одна из них - это сила вязкости, определяемая (78), упорядочивающая течение, а вто​рая - это сила, связанная с динамикой потока, разбивающая его на отдельные вихри. Нетрудно видеть, что последняя пропорци​ональна динамическому давлению ρu2/2 и равна Р = σ ρu2/2, где σ - площадь выделенного сечения.
Если отбросить несущественный числовой множитель 1/2, то искомый критерий, по справедливости получивший имя Рейнольдса, будет иметь вид Re = ρu δ/μ = uδ/v, т.е. мы получим уже встречавшееся нам число Рейнольдса (2.23), где v = μ/ρ -кинематическая вязкость, м2с-1.
Опыты Рейнольдса показали, что при Re<2300 (даже при наличии больших возмущений) течение всегда ламинарно. При Re>2300, если имеются возмущения, то ламинарное течение переходит в турбулентное, но если начальные возмущения устранить, то ламинарный режим удается удержать до Re = 105 и даже выше.
Открытие турбулентных течений породило ряд сложных проблем, связанных с их теоретическим описанием, которые,
несмотря на более чем вековую историю и усилия многих всемирно известных ученых, не получили должного разреше​ния. При малых числах Рейнольдса мы имеем уравнения Навье-Стокса, которые с большой точностью описывают ламинарные течения, но при Re>2300 перестают работать. Положение пы​тался спасти сам Рейнольде, с чисто инженерной хваткой введя в них не мгновенные, а осредненные значения параметров течения, нечто вроде «средней температуры по госпиталю». Но как ее, к бесу, определять? Можно попросту сложить температуры всех живых и мертвых, но числящихся как бы живыми, и разделить на их число. Но ведь больной больному рознь: один весит 50 кг, а другой - все 150, или один генерал, а другой рядовой (один конь плюс один рябчик).
Но дело не только в неоднозначности операции осреднения.. С ее ведением возникает «проблема замыкания» уравнений гидромеханики, так как система осредненных уравнений Навье-Стокса (уравнений Рейнольдса) оказывается незамкнутой. Что​бы решить эту проблему, приходится вводить столь радикаль​ные гипотезы, что исходные уравнения Навье-Стокса выглядят бедными замарашками на королевском балу. Поэтому была сделана попытка привлечь созданную Максвеллом и Больцманом кинетическую теорию газов, основанную на дискретном (атомно-молекулярном) представлении строения материи (уравнения Навье-Стокса описывают движение сплошной среды).
Поначалу все шло хорошо: из кинетических уравнений Больцмана в первом приближении были получены уравнения Эйлера, описывающие движение идеальной жидкости, во вто​ром - уравнения Навье-Стокса, в третьем - ожидалось получить описание турбулентного движения газа. Частично эти ожидания оправдались, но, как показал В.В.Струминский, к сожалению, кинетическое уравнение не описывает некоторые классы турбу​лентных движений, т.е. оно не может быть единой основой для теории турбулентности.
В работах Н.Боголюбова, Д.Керквуда, М.Борна и др. был разработан общий метод описания динамического состояния систем из большого числа тождественных частиц, основанный на объединении законов механики и статистики. В них из общего уравнения Лиувилля при ряде упрощающих предпол​ожений вновь было получено кинетическое уравнение Больцма​на, однако и этот более общий подход оказался недостаточным. Нужны еще большие обобщения.   Словом,  идет нормальное развитие науки, работает «принцип соответствия»: старое зна​ние следует из нового как частный случай.
На фоне этой закономерной последовательности особняком стоят работы М.Д.Миллионщикова, где гениально просто пос​троена теория турбулентных течений в твердых границах (о чем общая теория еще и не мечтает), дающая поразительную сходи​мость с экспериментом. Для нас это тем более интересно, поскольку работа проста для понимания за счет инженерного «элемента изобретения». Кроме того, Михаил Дмитриевич при​менил здесь еще один излюбленный прием изобретателей, а именно: если проблема запуталась, вернись к ее истокам!
А таким истоком здесь, как мы видели, является уравнение Ньютона, которое запишем так
τ/ρ = vdu/dy,
(85)
где τ = F/σ - напряжение трения на выделенной площадке.
Проанализируем ансамбли, входящие в (85), рассмотрев их размерности.  

Так как [τ] = кг·м-1с 2, [ρ] = кг·м-3, то [τ/ρ] = м2с-2. Таким образом, отношение τ иρ равно квадрату некоторой скорости, называемой «динамической», т.е 
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 и η = у/l , то уравнение (85) примет вид
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а его интеграл, удовлетворяющий условию прилипания к неподвижной стенке, будет выглядеть так 
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Умножим левую часть (86) на η, а правую - на равную ей величину u , в результате чего имеем
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Уравнение (87) М.Д.Миллионщиков трактует так: ламинарное течение представляет собой суперпозицию вихрей, катящихся по стенке с безразмерной угловой скоростью 
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 и со скоростью качения в точке η, равной скорости потока u (эле​мент изобретения!). Таким образом, в ламинарном течении, жестко управляемом силой вязкости, скорость перемещения вихрей полностью определяется законом Ньютона (85), а урав​нение (87) по сути эквивалентно Уравнениям Навье-Стокса, но несравненно проще.
При увеличении числа Re ламинарное течение постепенно теряет устойчивость. Сначала периодически возникают отдельные вихри, создающие течение с чередующимися пульсациями скорости. При дальнейшем увеличении Re и это течение теряет устойчивость, вихри приобретают полную самостоятельность, течение становится турбулентным, располагаясь вне пристенного слоя толщиной δ. При этом уравнение (87) принимает более общий вид
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где f(ǔ) - неизвестная функция, которую можно найти из условия минимума энергии на поддержание такого течения. В результате этого М.Д.Миллионщиков нашел, что f(ǔ) = const =   a-1, т.е. уравнение (88) для турбулентного движения прини​мает вид

[image: image183.wmf].

1

/

)

(

~

=

-

h

d

h

d

u

d

a

                                                                                                                                 (89)
Интегрируя (89), имеем логарифмический закон распреде​ления скоростей для области развившейся турбулентности (η> δ) 
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для нахождения которого не потребовалось вводить понятий турбулентной вязкости, пути смешения и связанных с этими понятиями гипотез об их зависимости от динамической скорости v и расстояния η от стенки как для случая постоянного, так и переменного τ. Все получилось гораздо быстрее и проще за счет удачного выбора «элемента изобретения» (системы катящихся вихрей).
Понятие турбулентной вязкости vt, определяемое формулой
τ/ρ = νt du/dy,
                                                 (91)
аналогичной (85), оказывается полезным при рассмотрении течений при тех числах Re, когда еще не полностью исключается влияние молекулярной вязкости на формирование профиля скорости, а следовательно, и на закон сопротивления. Из (88) и (91) следует выражение для турбулентной вязкости νt = τ(у - δ) ρv. Для пристеночного слоя вдоль пластины имеем τ = τо = const, откуда
νT = av (у - δ).
Для течения между двумя параллельными пластинами или в трубе имеем τ = τо (1-y/r)

νt = av(y - δ)(1 - y/r),
где r —  полуширина (радиус) области течения.
Используя принцип суперпозиции молекулярной и турбу​лентной вязкости, получим эффективную вязкость νэфф == ν + νt. Тогда уравнения для течения у пластинки и в канале, ограни​ченном параллельными стенками (в трубе), дают следующие интегралы (проверьте).
Для пластинки имеем
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где а = 0 при η ≤ δ и а = const при η > δ. При а = 0 раскрытие неопределенности дает формулу для ламинарного подслоя (η ≤ δ): ǔ = η
Для течения в трубе имеем
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        (93)

где:    ŷ = у/r; Δ = (1 - δ)2 - 4aη0; δ- = δ / r; η0 = rv /v.
Отличие (93) от (92) проявляется только вблизи оси потока, где оно обеспечивает обращение в нуль dǔ/dy на оси трубы. Следует заметить, что результаты, даваемые формулами (92) и (93), блестяще подтверждаются многочисленными экспериментами. Значения а и δ можно определить из опыта, на основании чего имеем а = 0,39 и δ = 7,8.
Зная профиль скоростей в турбулентном потоке (93), можно найти сопротивление при течении в трубе, коэффициент λ которого можно найти с помощью формулы Вейсбаха-Дарси


[image: image187.wmf],

8

2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

D

×

=

-

-

u

v

u

p

L

d

r

l



 EMBED Equation.3  [image: image188.wmf]                                                                              (94)

где ǔ - среднее значение скорости по сечению трубы. Формулы для u/v и λ при этом имеют вид (проверьте!)
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где: β = 1/η0; η0 = rv/v; α = 1+a (1-δ) /β; δ = δ0 /r = β.
Формулы (95) и (96) дают параметрическую зависимость между Re и λ.; причем параметром является величина β. Для получения ламинарного профиля необходимо положить, что во всем сечении a = 0.  Тогда все сечение трубы будет занято ламинарным потоком и толщина ламинарного (уже параболическо​го) слоя окажется равной радиусу и соответственно δ = 1. В этом случае получим известный закон Пуазейля λ = 64/Re. Аналогичный подход (мы не будем на нем останавливаться) позволил автору рассмотреть задачу о турбулентном движении потока в трубах при наличии шероховатости и почти также просто найти ее решение. Сравнение результатов последнего с известными графиками Никурадзе просто изумляет (ошибка не превышает 1 %). Так, задача неимоверной сложности при традиционном подходе может оказаться достаточно простой, если проявить изобретательность, если глобальную проблему разбить на последовательность более простых проблем, если вернуться к истокам; и рассмотреть задачу заново, если найти подходящий «элемент изобретения».
4. В ОБЪЯТИЯХ ЛИТОСФЕРЫ
4.1. ДРЕВНЯЯ  КАК САМА ИСТОРИЯ
Вы, вероятно, догадались, что речь пойдет об отрасли человеческой деятельности, которая раньше справедливо назы​валась горным искусством и начало которой положили люди, изготовлявшие первые орудия труда из кремня, обсидиана (вулканическое стекло) и др. минералов. Недавно промелькнуло сенсационное сообщение о том, что наши предки из каменного века делали хирургические операции на мозге с помощью обсидиановых скальпелей (обнаружен череп со следами такой операции и скальпель). Из любопытства изготовили такой скальпель, попробовали его в деле. Оказалось, что не намного хуже, чем современные стальные скальпели.
Но по-настоящему горное дело как отрасль сложилось в рабовладельческий период, когда начинают разведываться и разрабатываться месторождения медных и оловянных руд, необходимых для производства бронзы, свинца, золота, серебра и др. Каменные орудия производства сменились бронзовыми. Пришел бронзовый век.
Выдающимся памятником горного и строительного искусст​ва бронзового века являются великие египетские пирамиды, сложенные из блоков известняка массой от 2,5 до 30 т, добытого в карьерах на восточном берегу Нила с помощью так называе​мого клинового способа. Для этого по контуру блока пробурива​ли отверстия, в которые забивали деревянные клинья и полива​ли их водой. Разбухшие клинья отрывали блоки от массива. Затем их тщательно обрабатывали, на плотах перевозили по Нилу, а с помощью катков доставляли на строительную площад​ку. Поскольку подъемников не было, то вверх их закатывали по песчаной насыпи с углом наклона около 15°, которую по окончании строительства разравнивали (благо песка в Ливийс​кой пустыне хватало). Все эти данные дошли до нас, благодаря отцу истории Геродоту.
Простоявшая уже 47 веков пирамида Хеопса (самая боль​шая из них) имеет высоту 146,6 м, что ровно в миллиард раз больше расстояния от Земли до Солнца. Ребра пирамиды строго (с точностью до двух угловых минут!) ориентированы по сторо​нам света, отношение периметра основания к удвоенной высоте пирамиды равно знаменитому числу п, а отношение апофемы боковой грани к половине стороны основания составляет так называемое «золотое сечение», широко используемое в изобра​зительном искусстве и архитектуре. Все эти вещи стали известными в Европе спустя многие столетия, а кое-что и до сих пор выглядит загадочным.
В античные времена (древняя Греция и Рим) на смену бронзе пришло железо, возросли масштабы горных работ, стали приме​няться простейшие машины и механизмы. Еще большее разви​тие горное дело получает в период феодальных отношений и, особенно, с начяпом научно-технической революции. Замеча​тельным памятником мировой истории явилась первая энциклопедия горного дела и металлургии, принадлежащая перу Геор​гия Агриколы (1494-1555).
Первые упоминания об использовании каменного угля ее держатся в работах Аристотеля. В нашей стране, как показыва​ют археологические исследования, он известен по крайней мере с X-XI века, но настоящий интерес к нему проявился во времена реформ Петра I, который познакомился с каменным углем во время Азовского похода и пророчески заметил, что «сей мине​рал, если не нам, то потомкам нашим зело полезен будет!» Угольное месторождение в Донбассе было открыто в 1721 г. Григорием Капустиным. Почти одновременно были открыты угольные пласты в Подмосковье и Кузбассе.
Горное дело как наука складывается в XVIII веке, особенно благодаря работам Ломоносова: «Первые основания металлургии или рудных дел », «О вольном движении воздуха, в рудниках примеченном»,  «О слоях земных» и др. С развитием горной промышленности, увеличением глубин разработки, ужесточе​нием требований Правил безопасности расширяется круг науч​ных проблем, решение которых позволяет облегчить и обезопасить труд горняков.
4.2. ДВЕ СТОЙКИ  ПОД ВЕРХНЯК
Так обычно ученых-горняков дразнят их коллеги, желая подчеркнуть, что в горном деле все примитивно просто.  На самом деле все обстоит прямо противоположным образом: горнякам приходится иметь дело с таким конгломератом сложных явлений, что его достаточно полное математическое описание дело отдаленного будущего. В этом плане мне вспоминается случай, когда Академии Наук СССР было предписано привлечь наиболее квалифицированных специалистов в разных областях науки для решения проблемы внезапных выбросов газа и угля Более десяти лет  академики  ломали  себе  голову  над этой проблемой и в результате установили, что «это явление действительно имеет место» (как горько пошутил один горняк).
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Рис. 38. Форма крепильной рамы: 1 – верхняк, 2 – ножка, 3 - порода

Если же вернуться к пресловутым «двум стойкам пoд верхняк», то и эта задача не столь уж примитивна. Как известно чтобы удержать горную выработку, ее нужно закрепить. Простейший вид крепления по казан на рис. 38 и состоит из верхняка, подпираемого двумя стойками (ножками). Расчет горизонтальной и наклонной балок может быть выполнен методами сопромата, о которых студенты технари говорят так: «Сдашь сопромат - можешь жениться!»
Рассмотрим сначала верхняк, изгибающийся под действием равномерно распределенной нагрузки (рис 39). Первоначально прямолинейная балка приобретает кривизну k = 1/R, где R - радиус кривизны,  которая пропорциональна действующему моменту сил М и обратно пропорциональна жесткости балки, равной произведению момента инерции J сечения и модуля упругости Е материала балки

k = R-1=M/JE                                                                                     (1)

Так как радиус кривизны равен 

R = (1 +y’2)3/2y’’ ,                                                                                (2)

где y(x) – уравнение изогнутой оси балки, а мы рассматриваем малый изгиб (y’2<<1), то на основании (1) и (2) имеем 

y’’ = M/JE.                                                                                           (3)
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Рис. 39. Схема нагружения верхняка

При интегрировании уравнения изогнутой оси балки (3) получим две произвольные постоянные, для нахождения кото​рых необходимо задать два граничных условия
у(0) = у(l)=0.   
                                     (4)
Для решения краевой задачи (3)-(4) необходимо найти функцию М(х), которая представляет собой алгебраическую сумму моментов сил, действующих на балку, например, слева от сечения х. Реакция опоры, которая вследствие симметрии равна половине нагрузки Р = pl, где р = const - удельная нагрузка, создает отрицательный момент (направлен по часовой стрелке), т.е. - рlх/2. Сила рх имеет плечо х/2 и создает положительный момент (против часовой стрелки), т.е. рх2/2. Таким образом,
M(x) = 0,5 p(x-l)x                                                                             (5)
Нетрудно видеть (проверьте!), что, если мы будем рассмат​ривать момент сил справа от сечения, то получим тот же результат. На основании (3) и (5) имеем
EJy" = 0,5 р(х - l)х.
                                        (6)
Интегрирование (6) при условиях (4) дает (проверьте!)
у = рх(х3 - 2lx2 + l3)/24EJ.
                                                                 (7)
Из (7) видно, что максимальный прогиб балки приходится на ее средину и равен
Уmax   = 5 pl4/384EJ.
Здесь же достигается и максимальное напряжение

σmax = 0,125 pl2/W
где W - момент сопротивления.

Теперь рассмотрим, что происходит с наклонным стержнем, на который сила F = Р/2 действует не перпендикулярно к оси, а вдоль нее. Опыт показывает, что при F<Fkр в стержне возникают напряжения сжатия, но он не теряет своей формы, а при F≥Fkр стержень выпучивается (рис. 40). Интерес здесь представляет сила Fkр   (задача Эйлера).
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Рис. 40. Потеря устойчивости стержня при Р=РКр
Для решения этой задачи мы опять можем воспользоваться уравнением (3), замечая, что после потери устойчивости сила F создает относительно сечения х момент М = - Fy. Таким образом имеем

y’’+ yF/EJ =0.                                                                      (8)

К уравнению (8) необходимо присоединить граничные условия 

y(0) = y(l) = 0                                                                      (9)

Общее решение уравнения (8) имеет вид (проверьте!)
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где
λ = F/EJ.                                                                                                  (11)

Использование условий (9) дает C1 = 0, откуда
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 При F<Fkр C2 = 0 и y = 0. При F≥Fkр , 
[image: image196.wmf],

0

sin

=

l

l

 

откуда 

λ = (π/l)2, (2π/l)2, (3π/l)2,.. 

Для случая F=Fkр имеем λ = FКР/EJ = (π/l)2 откуда

Fkр = (π/l)2 EJ.
Если увеличивать F до F*kр = 4FKр, то возникает точка (перегиба (рис. 41, а). При FКР** = 9 FKр получаются две точки перегиба (рис. 41,6) и т.д.
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Рис. 41. Формы потери устойчивости при Р = 4РКР(а) и при Р = 9РКР(б)
Обычно трудно понять, почему все-таки возникает первона​чальный прогиб у. А дело в том, что в реальных условиях сила F хоть немного, но не совпадает с осью балки, вследствие чего возникает небольшой момент, вызывающий небольшой изгиб. Кроме того, на наклонную балку давят и боковые породы, которые также создают первоначальный изгиб, так что всегда у>0. Как видим, все просто и понятно. Во всяком случае, если рождаемость в последнее время сильно упала, то сопромат здесь явно не при чем.

4.3. ПРОВЕТРИВАНИЕ ПОДЗЕМНЫХ ВЫРАБОТОК
Проветривание старинных рудников осуществлялось за счет естественной тяги, научное объяснение которой впервые было дано в XVIII веке М.В.Ломоносовым. Естественной тягой называют разрежение (депрессию) воздуха в шахте, возникающее за счет естественных факторов, обусловливающих разность гид​ростатических давлений воздуха во  входящей  и исходящей струях. Так, для схемы, пред​ставленной на рис. 42, естес​твенная тяга представляет собой разность гидростати​ческих давлений в точках В и С, т.е.
h = РB  - РC                                                                                             (13)
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Рис. 42. схема горных выработок при разновысоком расположении устьев воздухоподающего и воздуховыдающего стволов

Очевидно, что если при​нять давления в точках А и С, имеющих одинаковую геодезическую высоту, равны​ми, то разность давлений в точках В и С определяется разностью давлений столбов воздуха АВ и GС. Последняя возникает при условии, что средние удельные веса γ1и γ2 будут разными. Тогда 
h = (γ1 - γ2) Н,                                                                             (14)
где Н - высота рассматриваемых столбов воздуха.
Учитывая, что температура воздуха при движении в шахт​ном стволе изменяется линейно с коэффициентом пропорциональности β = 0,005 град/м летом и β = 0,01 град/м зимой (для условий Донбасса), то для определения давления воздуха на глубине Z = -Н можно воспользоваться уравнением Бьеркнеса (2.5)
р = ро (1 + βН/То)Toγo/βPo
где индекс «о» отмечает величины на поверхности Земли. На основании уравнения Клапейрона (2.4) последнему выражению можно придать более удобный вид
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где показатель степени к выглядит так 
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. Используя уравнение Клапейрона (2.4)б его можно представить в виде

k – g/ βR,                                                                                                  (16)

откуда следует, что к зависит практически только от β.

Для наиболее часто встречающегося случая (рис. 43), при котором устья подающего и выдающего стволов имеют одинаковую геодезическую высоту, используя (15), вместо (13) имеем
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Рис. 43. Схема горных выработок при расположении стволов на одной геодезической высоте

Чтобы проверить принципи​альную правильность (17), выра​жение (15) представим в виде ряда, ограничившись линейными его членами, в результате чего вместо (17) будем иметь
h = Hg (ρn - ρu),
что совпадает с (14), т.е. «при​нцип соответствия» здесь выпол​няется.
Сделаем числовые оценки при​менительно к самой глубокой в Европе шахте им. А.А.Скочинского ПО «Донецкуголь» (Н = 1300 м) и зимним условиям (β = 0,01). Пусть температуры входящей и исходящей струй соответственно равны Тп = 263 К и Ти = 288 К, a R = 284. При этом, k = 3,52 и h = 1697 Па, что сравнимо с номинальными давлениями, развиваемыми современными шах​тными вентиляторами (Р = 3000-4000 Па для осевых и Р = 5000-8000 Па для центробежных).
Предположим, что в воздуховыдающем стволе на нижнем горизонте возник пожар (не дай Бог!), в результате чего темпера​тура исходящей струи стала Т = 373 К. В этом случае h = 5694 Па. Если же такой пожар возникнет в воздухоподающем стволе, то необходимо произвести реверс, чтобы предотвратить попадание продуктов горения в шахту. При вентиляторах низкого давления этого сделать не удастся.
Следует отметить, что направления естественной тяги летом и зимой противоположны. Это связано с тем, что температура поступающего с поверхности воздуха летом выше, а зимой ниже температуры воздуха в околоствольном дворе. В межсезонье, когда эти температуры сравниваются, естественная тяга отсутствует. Как видим, надеяться на нее нельзя, поэтому проветри​вание подземных выработок добывающих горных предприятий осуществляется с помощью вентиляторов.
Если направление естественной тяги совпадает с направле​нием тяги, создаваемой вентилятором, то в шахту поступает расход воздуха
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в случае, когда естествен​ная тяга мешает венти​лятору (рис. 44). Здесь R - сопротивление шахтной сети.
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Рис. 44. Влияние естественной тяги на проветривание шахты

Для расчета шахтной вентиляции, составления плана ликвидации аварий и др. необходимо знать величины R и h, которые легко могут быть определены экспериментальным путем. С этой целью замеряются производительность Q и давление Р вентилятора. Затем последний кратковременно (не более 20 минут, в противном случае согласно Правилам безопасности все работы в шахте прекращаются, а люди выводятся на повер​хность) выключается и по скорости воздуха в стволе определя​ется расход Qo, обеспечиваемый естественной тягой. Из системы уравнений
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определяются величины
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4.4. ПРОВЕТРИВАНИЕ ГЛУХИХ ЗАБОЕВ
Большинство шахтных выработок проветривается за счет общешахтной депрессии, создаваемой установкой главного про​ветривания, расположенной на поверхности. В некоторых случаях, например, при проходке подготовительных выработок (рис. 45), проветривание осуществляется с по​мощью установленного на свежей струе вентилятора местного проветривания (ВМП) и трубопровода, по которому в забой поступает подача Qo (м3/с). Как определить основные параметры установки местного провет​ривания?
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Рис. 45. Схема проветривания тупиковой выработки: 1 – магистральная выработка, 2 – проходимая выработка, 3 – загазованный объем, 4 – грудь забоя, 5 – трубопровод, 6- вентилятор 

Пусть в момент времени t концентрация вредных га​зов в призабойном простран​стве объемом Vo составляет X, а их поступление описыва​ется функцией q(t) (м3/с). За промежуток dt, благодаря подаче Q0 из объема Vo будет вынесен объем вредных газов xQodt, но вольется их объем qdt, так что суммарный их объем уменьшится на величину dq = (xQo - q) dt. Это приведет к изменению концентрации на величину -dx = dq/vo. Исключая из двух последних равенств величину dq, находим

dx /dt +xQo/vo= q/vo                                                                                                                                 (20)
линейное уравнение,  описывающее изменение  концентрации вредных газов в объеме vo, решение которого имеет вид


[image: image209.wmf])

(

0

0

0

0

0

c

dt

e

v

q

e

x

dt

v

Q

dt

v

Q

+

=

ò

ò

ò

-

                                                                                      (21)

(какой фундаментальный закон природы использован при выводе уравнения (20)?).

Если Qo/vo= const и q/vo= const, то (проверьте!) вместо (21) имеем
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При t = 0 х = хо, откуда с = xо - q/Qo. При t = Т х = хД (где х - допустимая концентрация газов), откуда на оснований (22) находим время проветривания Т, на которое люди удаляются из забоя, а все работы прекращаются:
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Обычно  величина  Т  нормируется,   тогда  из  (23)  можно определить необходимую подачу воздуха в забой
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Уравнение (24) удобнее всего решать методом итераций, для чего перепишем его в виде
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Вычисления ведутся до тех пор, пока, 
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, где α  - абсолютная максимальная допустимая погрешность.
Так как X = m/V0, где m - объем вредных газов, находящих​ся в призабойном пространстве в момент времени t, то нетрудно видеть, что Т имеет минимум при Vo = v0*. Действительно, из необходимого условия экстремума (∂T/∂v0 = 0) находим
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Было бы очень здорово, если бы нам удалось вписать все оборудование, необходимое для проходки выработки, в этот объем, так как при этом величина Т оказывается минимальной.
Зная Qo, можно определить основные параметры ВМП. Задача эта проста, если мы имеем плотный трубопровод диамет​ром D и длиной l. В данном случае расход воздуха в сечении, расположенном на расстоянии х от его конца, равен Qo, a давление Р равно
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 EMBED Equation.3  [image: image217.wmf]                                                                                                        (25)
где r - удельное (на единицу длины) сопротивление воздуховода, равное
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где ρ - плотность воздуха; λ - коэффициент трения «по длине». 

Исходя из «принципа соответствия», сохраним преемствен​ность расчета и рассмотрим неплотный трубопровод, для чего введем коэффициенты резервирования расхода q и давления р, благодаря чему будем иметь
Q = qQo,
                                                  (27)
                                    Р = rlpQ2o.
                                                  (28)
Для плотного воздуховода, очевидно, q = р = 1 и формулы (27)-(28) переходят в Q = Qo и (25).
Чтобы найти q и р, необходимо иметь два уравнения, одно из которых можно получить на основании (25), записав его для бесконечно малого элемента трубопровода dx
dp = rQ2dx.
                                                   (29)
Если мы проинтегрируем (29) с учетом (27) и (28), то получим (проверьте!)
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Из (30) следует, что коэффициенты q и р жестко связаны между собой. Если нам удастся найти один из них, то второй найдется с помощью (30). Например, если предположить для простоты, что р = q, то из (30) следует, что
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откуда, дифференцируя, имеем xp’ – p2 + p =0 или (после интегрирования)

q = p = (1-cl)-1,

где постоянная интегрирования С может быть найдена экспери​ментальным путем, учитывая, чтo
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Если р0’ = О, то С = 0 и р = 1 при любом l, т.е. в этом случае мы имеем плотный воздуховод. Для трубопровода с утечками р0’>0. Но тогда при l*=(р0’)-1, р =q=∞, т.е. существует предельная длина l*, при которой транспортировка воздуха полностью прекращается. А это означает, либо труба должна разорваться, либо ее должно чем-то передавить. В принципе, это возможно, но никак не связано с ее параметрами (коэффициентом λ, и др.) или другими условиями задачи. Поэтому предпо​ложение р=q следует отклонить и вместо него заняться поисками другого соотношения между р и q.
В качестве такового можно воспользоваться формулой Торричелли, которая в нашем случае принимает вид
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где k - отношение суммарной площади отверстий, умноженной на коэффициент сужения струи, к площади поверхности возду​ховода.
Решая совместно  (30) и (31) с учетом (27) и (28), получим (проверьте!)
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где для краткости обозначено
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Раскладывая подынтегральную функцию в ряд и почленно интегрируя, вместо (33) получим
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      (34)
Выражение (34) можно с ошибкой не более 1 % (при q ≤ 3) аппроксимировать следующей простой зависимостью

q = 1+1,13(βl)1,71
Используя (35) и (30), найдем выражение для р
р = 1 + 0,84 (βl)1,71 + 0,29 (βl)3,42
(36)
Таким образом, задача полностью решена. Обратите внима​ние на то, что расчет ведется не от начала трубопровода (от вентилятора), а от конца, поскольку нам не известна величина Q, а известно Q0.
4.5. ДОЛОЙ РЕЦИРКУЛЯЦИЮ!
В предыдущей задаче мы научились определять параметры ВМП (расход Q и давление Р), если известны параметры трубопровода (длина l диаметр D, коэффициент неплотности k, коэффициент сопротивления λ). Но что делать, если требуемый расход Q оказался больше расхода G воздуха по магистральной выработке? Прежде всего нужно попытаться уменьшить величи​ны k и λ. Если это не помогает, нужно посмотреть: а нельзя ли сократить величину Qo? Иногда это удается, например, с по​мощью так называемой гидрозабойки. Дело в том, что при проведении выработки буровзрывным способом (а при этом Qo достигает наибольших значений) больше всего образуется окислов азота, оказывающих к тому же наиболее вредное влияние на человека.
Применив в качестве забойки заряженного шпура напол​ненные водой резиновые цилиндры вместо обычной глины, удалось не только ускорить сам процесс забойки, но и произвес​ти орошение забоя, снизив количество пыли, а главное, практи​чески полностью связать все окислы азота, благодаря чему величина Q уменьшилась в несколько раз (прекрасное изобретение!).
А почему мы боимся, когда Q ≥ G? Все дело в том, что недостающий расход ВМП позаимствует у исходящей струи и вместо свежего воздуха направит в забой уже отработанный воздух (это явление и называется рециркуляцией). Правила безопасности категорически запрещают работу с рециркуляцией потока и, чтобы полностью ее исключить, требуют выполнения следующих условий: Q/G ≤ 0,7, b ≥ 10 м (рис. 45). А насколько это обосновано? Давайте посмотрим!
Конечно, лучше всего эту задачу было бы решать в одномер​ной постановке, но, к сожалению, не удастся: одной длины здесь мало, при рециркуляции поток у кровли, например, идет в одну сторону, а у почвы выработки - другую. Трехмерная задача слишком сложна, во всяком случае начинать с нее не следует. Поэтому остановимся на двухмерной постановке задачи, тем более это даст нам возможность использовать великолепный аппарат теории функций комплексного переменного.
Представленная на рис. 45 область точения является обоб​щенным шестиугольником, отображение которого на более простую область, например верхнюю полуплоскость, чрезвычайно сложно. Попытаемся упростить ее. Имеет ли смысл рассматривать проходимую выработку, играет ли роль в задаче ее длина? Пожалуй, нет. Ведь рециркуляция происходит в магистральной выработке, поэтому важно учесть ее параметры и расстояние b от всаса вентилятора до начала проходимой выработки. В таком случае длину последней вообще можно положить равной нулю, благодаря чему вместо шестиугольника мы получим двухугольник, т.е. полосу с шириной Н (вопрос о том, как связана величина Н с размерами реальной выработки, сейчас поднимать не следует: к нему можно вернуться, когда будет получено решение двухмерной задачи).
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Рис. 46. Течение на плоскости г без рециркуляции в общем (а) и предельном (б) случаях, а также с рециркуляцией (в).

Итак, мы имеем полосу шириной Н, на бесконечности слева в которой (точка А) расположен источник обильности G*, а справа (точка В) сток такой же обильности, задающие плоско​параллельное движение потока со скоростью V∞= H/G*. Между обильностями G*и G плоского и трехмерного случаев пока ни​какой связи нет, поскольку даже размерности у них разные (м2/с и м3/с, соответственно). Всас вентилятора и расположенный на расстоянии b выход из проходимой выработки заменим соответ​ственно стоком и источником одинаковой обильности Q*, пока тоже никакого отношения к реальной производительности вен​тилятора Q не имеющей.
Теперь введем контролируемый Правилами безопасности параметр m = Q/G и потребуем, чтобы он был одинаковым для плоского и пространственного случаев

m = Q/G = Q*/G*
Картина течения на полосе комплексной плоскости z = х + iy показана на рис. 46. При правильном выборе параметров задачи m и b области всаса AG и выхлопа ЕВ (рис. 46,а) отделены друг от друга и рециркуляция отсутствует. Если мы начнем увеличи​вать m (или уменьшать b), то граничные точки G и Е станут сближаться и в предельном случае (рис. 46,б) они сольются в одну точку. При дальнейшем увеличении m (или уменьшении b) эта слившаяся граничная точка отрывается от берега полосы и смещается внутрь потока, образуя область рециркуляции (рис. 46,в). Таким образом, задача сводится к нахождению таких значений m и b, при которых точки G и Е сливаются в одну, но еще остаются на берегу полосы (рис. 46, б).
Для решения этой задачи отобразим верхнюю полуплос​кость t = ξ, + iη на внутренность полосы плоскости z = х + iy (рис. 47). Отображение это стандартно и функция, осуществляющая его, имеет вид
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Рис. 47. Течение на плоскости t в нормальном режиме

Используя принцип симметрии, продолжим течение на нижнюю полуплоскость   t = ξ, + iη. Это приведет к удвоению обильностей источников, расположенных в точках А и D, и стоков, расположенных в точках С и В на оси абсцисс плоскости t = ξ, + iη. Теперь не трудно написать комплексный потенциал течения на вспомогательной плоскости t = ξ, + iη, имеющий вид
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Выражения (38) и (39) позволяют полностью решить постав​ленную задачу. Действительно, дифференцируя (39) по z с учетом (38), найдем выражение для комплексно-сопряженной скорости течения на плоскости z
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 (40)

В  точках G  и Е  скорость  течения  обращается  в  нуль, благодаря чему на основании (40) имеем
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Поскольку рециркуляция отсутствует при |tE,G| ≥ 0, то с помощью (41) находим,  что для этого должно выполняться условие 

С ≥ m
(42)
Неизвестный параметр С найдем из (39), замечая, что при 
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откуда
С = th (πb/4Н).
                                                (43)
Подставляя (43) в (42) и учитывая (37), окончательно имеем
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Теперь мы созрели для того, чтобы от двухмерной задачи перейти к трехмерной. Одно уравнение связи (37) мы уже имеем и оно сыграло свою положительную роль. Еще одно мы можем написать, исходя из того, что характерная скорость течения v должна быть одинаковой для обоих случаев, т.е. 
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где S - площадь сечения выработки, благо что скорости плоского и пространственного течений имеют одинаковую размерность. К сожалению, это нам мало что дает. Тогда поступим следующим образом:   сохраняя  все геометрические (b,   s,   a -  площадь всасывающего отверстия вентилятора) и кинематические (v∞ , v0 - скорость воздуха на всасе) параметры задачи неизменными, трансформируем данное сечение выработки в  равновеликий прямоугольник с основанием
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 и высотой Н, благодаря чему получим
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Подставляя (45) в (44), получим условие отсутствия рецир​куляции в трехмерном случае
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Проанализируем полученные результаты и рассмотрим впол​не реальную ситуацию, когда S = 10 м2, σ = 0,5 м2, b = 10 м. С помощью (46) находим m ≤ 0,505, что значительно меньше величины, разрешенной Правилами безопасности! Заметим, что аналогичная ситуация возникает практически во всех случаях, когда в нормативных документах указываются ограничения в виде «магических цифр» (а должны быть соотношения между основными параметрами!).
Итак, мы получили рециркуляцию. Что же делать? Смот​рим на (46), откуда видно, что для увеличения Q при заданном G (в шахте свежий воздух — дефицит!) можно уменьшить S, увеличить f или b. Первое — не реально, второе - сложно, а третье вполне можно осуществить, например, присоединив к всасу вентилятора необходимое количество звеньев жесткого трубопровода. А сколько именно?
Чтобы ответить на этот вопрос, из условия (46) найдем длину b, при которой рециркуляция отсутствует
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Пусть опять S = 10 м2, σ = 0,5 м2, но m = 0,95 (грубейшее нарушение Правил безопасности!). С помощью (47) находим b = 33 м, т.е. дополнительно нужно навесить не менее 23 м труб.
Посмотрим, что произойдет, если среверсировать свежую струю, т.е. поменять направление скорости v∞. Нетрудно видеть, что реверс струи эквивалентен замене точки С на точку D. Повторяя все выкладки, найдем, что в этом случае вместо (41) будем иметь
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откуда видно, что рециркуляция будет иметь место при любом m (рис. 48). А это значит, что свежий воздух попадать в выработку просто не будет, следовательно, на время реверса свежей струи все работы в глухом забое должны быть прекраще​ны, а люди - выведены на свежую струю (такая запись в Правилах безопасности, увы, отсутствует!)
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Рис. 48. Течение на плоскости t при реверсе вентиляционной струи
4.6. КОМПРЕССОРНОЕ ХОЗЯЙСТВО
На шахтах с крутым падением угольных пластов по услови​ям безопасности вместо электрической энергии применяется пневматическая энергия, вследствие чего они имеют большие компрессорные станции и разветвленные пневматические сети, являющиеся источником головной боли главного механика шахты и интересных задач для исследователей. Остановимся на двух из них.
При сжатии воздуха в компрессоре его удельный объем v уменьшается, а давление р увеличивается. Необходимая для этого элементарная работа равна
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Если сжатие происходит достаточно быстро и теплообмен с окружающей средой вследствие этого практически отсутствует, то процесс сжатия близок к адиабатному, для которого
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где k = 1,41 - отношение теплоемкостей при постоянном давлении и постоянном объеме.
Чтобы найти работу при сжатии газа от давления р1 до давления р2, нужно проинтегрировать (49) с учетом (50), в результате чего получим (проверьте!)
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Если необходимое давление не удается получить в одной ступени, то применяется многоступенчатое сжатие. При этом необходимая работа, например, при двухступенчатом сжатии равна
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т.е. мы получили ту же формулу, что и (51), только вместо р2 здесь фигурирует конечное давление р3.
Но если между двумя ступенями компрессора расположить промежуточный холодильник, который снижает температуру воздуха до первоначального ее значения T1, то вместо (51) получим
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Из (52) видно, что величина А достигает минимума, если (убедитесь в этом) 
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 В этом случае
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Эффективность применения промежуточного холодильника молено оценить с помощью коэффициента
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Например, для р3/р1 = 2 ε = 0,95, т.е. выигрыш составляет 5 %, для р3/р1 = 4 он достигает 10 %, что существенно.
Конечно, нужно смотреть, за счет чего достигается сниже​ние температуры сжатого воздуха. Если за счет проточной воды, имеющей температуру окружающей среды, то мы выигрываем. Если же за счет электрического холодильника, то проигрываем.
Полученное решение можно обобщить на любое количество ступеней сжатия. Например, для трехступенчатого компрессора с двумя промежуточными холодильниками имеем
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В горной практике чаще применяются центробежные компрессоры, высокое давление в которых достигается за счет больших скоростей вращения (при прочих равных условиях давление пропорционально квадрату скорости вращения) и большого числа колес. В связи с этим весьма актуальной является задача отстройки ротора компрессора от резонанса. Она решается достаточно сложно, поскольку приходится рас​сматривать систему неоднородных дифференциальных уравне​ний второго порядка, но мы укажем простейшее (инженерное) ее решение, дающее приемлемые для практики результаты.
Пусть ось вала компрессора имеет максимальный прогиб у. Пусть ε — отклонение центра тяжести системы от оси вала, вследствие небольшой остаточной неуравновешенности. Тогда при вращении вала возникает центробежная сила

F = mrω2 = m(y + ε)ω2,
уравновешиваемая силой упругости вала Роу (Ро - жесткость вала). Таким   образом, имеем

m(y + ε)ω2 = Роу,

откуда 
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Из этого выражения видно, что если знаменатель дроби обращается в нуль, то прогиб становится бесконечно большим, откуда
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Так как   ω = πn/30, где n - число оборотов вала в минуту, то вместо (55) имеем
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Если под величиной у понимать статический прогиб вала, который можно измерить с помощью индикатора, то Р0 = mg/y и на основании (56) находим
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Например, если у = 10-4 м, то nс = 2991 об/мин. Если найденная нами собственная частота колебаний совпадает с частотой вращения вала, то наступит резонанс. Обычно старают​ся сделать так, чтобы частоты отличались не меньше, чем на 20 %. В случае, когда частота вращения вала меньше частоты со​бственных колебаний, говорят, что машина имеет «жесткий вал», в противном случае - «гибкий вал».
Вал с несколькими рабочими колесами имеет множество резонансов и формула (57) определяет в этом случае первую гармонику. Если он жесткий, то на остальные гармоники можно не обращать внимания.
4.7. УДАР, ЕЩЕ УДАР!
Пусть шар падает на плоскую массивную плиту с некоторой высоты Н и отскакивает от нее, достигая высоты h < Н. Плита и шар изготовлены из одинакового материала. Скорость соударения шара и плиты равна 
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 а скорость отскока составляет 
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, где ε - «коэффициент восстановле​ния» при ударе, равный
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                                                                                                (58)
Для абсолютно упругого удара ε = 1, для абсолютно неупругого ε = 0, в общем случае 0 < ε < 1. Проведенные эксперименты с различными материалами и их обработка с помощью (1) показали, что для дерева ε = 1/2, стали ε = 5/9, слоновой кости ε = 8/9 (отличный материал для бильярдных шаров),стекла ε = 15/16. 
Теперь рассмотрим соударение двух шаров с массами М и m из одинаковых  материалов,  которые до  удара  двигались со скоростями С и с, а после удара V и υ, соответственно. При этом будем различать две фазы удара. В первой фазе шары приходят в соприкосновение и начинают сжиматься, скорость одного увеличивается,  а другого уменьшается, в результате чего в некоторый  момент  времени они становятся  одинаковыми  и равными u. Во второй фазе шары восстанавливают свою форму, отделяются друг от друга, приобретая скорости V и υ (рис. 49)
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Рис. 49. Две фазы удара

Поскольку действие по модулю равно противодействию, то ускорения шаров (для простоты считаем их постоянными) обратно пропорциональны их массам. Поэтому за одно и то же время взаимодействия Δt изменения скоростей шаров также будут обратно пропорциональны их массам, т.е.
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Решая совместно (59) и (60), имеем
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откуда с учетом (58) получаем
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Из (59) определяем скорость движения обоих шаров в конце I фазы удара
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зная которую, с помощью (61) определим изменение скорости тела массы m за весь период удара
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Теперь полученные формулы используем для анализа рабо​ты отбойного молотка, который до сих пор, несмотря на большой прогресс в области механизации ручного труда горняков, оста​ется в строю и нуждается в дальнейшем совершенствовании. В момент удара бойка по пике (рис. 50) скорость последней с = 0, а в конце II фазы удара составляет
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Рис. 50. Взаимодействие бойка и  пики до удара (а) и после удара (б)
Кинетическая энергия бойка до удара равна
Ео=0,5МС2,
                                       (64)
а кинетическая энергия бойка и пики после удара составляет 

Е = 0,5 (MV2 + mυ2) = 0,5 υ2 (М + m).                                             (65)
Если взять отношение (65) к (64), то получим выражение для КПД отбойного молотка
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                                                                                                           (66)

откуда видно, что его эффективность тем выше, чем меньше масса пики и чем больше коэффициент восстановления ε. Так, если m = М и ε = 5/9 (незакаленная сталь), то η = 0,655. Если же нес пики уменьшит!) вдвое, а коэффициент восстановления повысить до ε = 0,8, то η = 0,88. Последнего можно добиться с помощью закалки. Правда, при этом уменьшается долговеч​ность соударяющихся элементов. Однако и этого можно избе​жать, если закалить лишь поверхностный слой, оставив доста​точно вязкой сердцевину элементов.

Если отказаться от принятого допущения о постоянстве величины ускорения, то задача резко усложнится, но основные выводы останутся прежними (лишь на 5-6 % изменятся оценки величины КПД), т.е. с инженерной точки зрения такое услож​нение окажется неоправданным. Следует заметить, что в подав​ляющем большинстве инженерных задач первоначальная оцен​ка ситуации с помощью простейших моделей дает 60-80 % полезной информации. Это не значит, что более строгая поста​новка задачи излишня, но безусловно значит, что начинать нужно всегда с анализа простой модели явления, а не стараться поразить мир учетом всех мыслимых и немыслимых факторов!

4.8. ГАРМОНИЧЕСКИЙ ПОДЪЕМ
Подъем по стволу шахты является одним из главных элементов технологии добычи полезного ископаемого подзем​ным способом, с помощью которого производится спуск и подъем людей, материалов, машин и др., а также подъем полезного ископаемого и породы. Общий вид подъемной уста​новки схематически показан на рис. 51.
Пусть высота подъема Н, вес полезного груза G, вес подъем​ного сосуда Q, а удельные веса подъемного и уравновешивающе​го канатов, соответственно, р и q. Тогда статическое натяжение поднимаемой ветви каната составит
Fпод = p(H-x) + Q - G 

а статическое натяжение спускаемой ветви равно 
Fcп = рх + Q + q (Н - х),
так что разность натяжений двух ветвей выглядит следую​щим образом
Fcm = Fпод - Fcп = G – (H -2x)(g-p).                                                           (67)

При работе установки к статическому добавляется еще динамическое натяжение

Fдин= Mdυ/dt
где М - расчетная масса дви​жущихся частей установки, равная сумме масс  поступательно движущихся элементов со скоростью υ плюс прив​еденная (к радиусу барабана) мacca вращающихся ее элементов
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где Ji и ωi. — момент инерции и угловая скорость i-элемента. 
Общее натяжение равно
F = Fст   + Fдин    .
Вслед за академиком М.М.Федоровым, рассмотревшим эту задачу, потребуем, чтобы F = const (отличное изобретение!), тогда имеем
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где k учитывает все сопротивления движению установки.
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Рис. 51. Схема подъемной уста​новки: 1 - двигатель, 2 -барабан, 3 - копровые шкивы, 4 - разгру​зочная площадка, 5 - подъемный канат, 6 - порожний сосуд, 7 -груженый сосуд, 8 -разгрузоч​ная площадка, 9 -уравновешива​ющий канат
Соответствующее (68) однородное уравнение
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где 
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в  зависимости от знака  q —  р  может иметь  три  решения. Рассмотрим первое из них, когда q - р < 0. В этом случае общее решение (68) имеет вид
х = A cosβt + В sinβt + α,
где  
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При начальных условиях t = 0, х = 0, х' =0, вместо предыдущего равенства окончательно имеем (проверьте!)
х = а(1 - cos βt),
                                                                                                (69)
откуда
V = dx/dt = aβsinβt;    j = dv/dt =  β2acos βt.
Такой подъем М.М.Федоров назвал гармоническим (случаи р = q и р > q рассмотрите самостоятельно). Период подъема в этом случае равен
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При t = Т имеем
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 откуда F =kG
т.е. при гармоническом подъеме динамическое натяжение в канате в точности равно полезному грузу с учетом всех сил сопротивления.
Нетрудно видеть, что таким замечательным свойством не обладает любой другой подъем. В случае же гармонического подъема минимум натяжения достигается: во-первых, за счет применения тяжелого уравновешивающего каната (q > p); во-вторых, за счет синусоидального изменения скорости за период подъема. Замечательно, что оба отличных, изобретения получе​ны «на кончике пера»!
4.9.  КАК РАЗДЕЛИТЬ ШКУРУ НЕУБИТОГО МЕДВЕДЯ?
С этой задачей мне пришлось столкнуться при работе над рядом шахтных вентиляторов главного и местного проветрива​ния, которые должны экономично и плотно покрывать поле вентиляционных режимов горных предприятий (как вы уже догадались, поле вентиляционных режимов является аналогом пресловутой шкуры). Задачи аналогичного типа рассматриваются в теории укладок и покрытий (есть и такая) и имеют большое практическое значение. Такие задачи, например при​ходится решать суперкарго - специалисту по компактному размещению грузов в трюме корабля, или раскройщику кото​рый из данного куска кожи пытается получить максимальное число подметок данного размера.
Ознакомился с теорией по содержательной книге Фейеша Тота «Расположения на плоскости, на сфере и в пространстве» (чего только не приходится читать горному инженеру!) и с сожалением выяснил, что задача о покрытии плоскости решена до конца только лишь для круга (и то, если все покрывающие круги имеют одинаковый радиус). А у нас рабочие области вентиляторов имеют форму неправильного овала, размеры кото​рого зависят от диаметра и скорости вращения рабочего колеса. Что делать?
Естественно, нужно нашу задачу всеми правдами и неправ​дами свести к уже решенной, т.е. разновеликие овалы нужно превратить в одинаковые окружности. Для простоты будем считать, что все вентиляторы имеют одну и ту же аэродинами​ческую схему (одинаковую геометрию проточной части), и введем две системы координат
х = lgQ,    у = lgP,                                                                           (71)
x = lgφ,    y = lgψ,
(72)
где: Q, Р - производительность и давление вентилятора; φ, ψ -коэффициенты производительности и давления вентилятора, для которых имеют место следующие соотношения
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где D - диаметр рабочего колеса; n - частота его вращения; ρ - плотность воздуха. На основании (73) между двумя системами координат (71) и (72) существует связь
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                                             (74)

из которой следует, что в отличие от плоскости поля вентиляци​онных режимов (Q, Р) области разных типоразмеров вентилято​ров, построенных по одной аэродинамической схеме, на плоскос​ти (х, у) имеют одинаковые области с одинаковой ориентацией.
Этот замечательный факт _вытекает из того, что координаты границ рабочих областей х, у отличаются друг от друга на постоянные (для данного типоразмера) величины
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 EMBED Equation.3  [image: image281.wmf]
поскольку координаты X., у; границы безразмерной области у всех машин, имеющих одну и ту же аэродинамическую схему, одинаковы.
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Рис. 52. Естественная сетка замощающих фигур и опорный эллипс на плоскости (x,y)

Впишем в безразмерную рабочую область вентилятора эл​липс наибольшей площади (опорный эллипс), который характе​ризуется тремя параметра​ми: полуосями а и b и углом наклона α полуоси а к оси абсцисс. Буквой a будем обозначать длину той полуоси эллипса, которая составляет с осью абсцисс (рис. 52)
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. Таким образом, задача о плотном покрытии плоскости (х, у) рабочими областями ряда вентиляторов может быть сведена к покрытию той же плоскости опорными эллипсами.
В соответствии с упомянутой работой Фейеша Тота восполь​зуемся понятием замощающей области, с помощью которой молено плотно и без пересечений покрыть всю плоскость. Введе​ние замощающей области позволяет вместо всей плоскости рассматривать покрытие ее ячейки (внутренности замощающей области), благодаря чему задача существенно упрощается. Простейшей замощающей областью является треугольник. В нашем случае в качестве замощающего следует взять треугольник ABC, являющийся половиной параллелограмма, построенного на линиях D = const и n = const (см. рис. 52), наклоненных к оси абсцисс под углами γ = arctg 2 и β = arctg 2/3 соответственно.
Введем для удобства два вспомогательных угла λ = α — β и σ = γ - α, после чего преобразуем плоскость (х, у) в (х', у') с помощью соотношений
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Обратный переход от плоскости (х', у') к (х, у) осуществля​ется с помощью соотношений
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Нетрудно видеть, что на плоскости (х', у') все эллипсы превращаются в окружности единичного радиуса (рис. 53), а углы в вершинах замощающих треугольников искажаются. В частности, между углами σ, λ, σ', λ'  существует следующая связь
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Рис. 53. Замощающий треугольник АВС и круг единичного радиуса на плоскости (x’,y’)

Таким образом, с помощью преобразований (71) и (75) задача о покрытии поля вен​тиляционных режимов шахт рабочими областями венти​ляторов, имеющими различные размеры и ориентацию, свелась к стандартной зада​че покрытия плоскости (х', у') кругами единичного радиуса.

Теперь рассмотрим внутренность замощающего треугольника А'В'С, о котором известно, что угол при вершине А' (углы для простоты будем обозначать теми же буквами, что и вершины) равен А' = σ' + λ', а радиус замощающего круга — единице. Назовем оптимальным такое плотное покрытие, при котором площадь замощающей фигуры получается максималь​ной. Пусть а', b', с' -длины сторон, противолежащих вершинам А', В', С. Тогда на основании теоремы синусов имеем
а' = 2sinA', с' = 2sin С', b' = 2sin (A' + arcsin 0,5С'), откуда для площади S треугольника А'В'С находим
S = 0,5 b'c'sinA' = c'sinA'sin(A' + arcsin0,5C'). Из условия оптимальности покрытия 
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b' = с' = 2cosA'/2.
                                                                                              (78)
Из дополнительного условия 
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 можно найти самую оптимальную замещающую область, для которой имеют место следующие соотношения
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Ею, к сожалению, воспользоваться невозможно, так как угол А' = σ' + λ' однозначно определяется параметрами опорного эллипса и в общем случае не равен π/3. Но отсюда следует, что наилучшая для покрытия рабочая область вентилятора должна удовлетворять равенству
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Используя условия плотности и оптимальности покрытия и переходя с помощью (76) к плоскости (х, у), получаем, что ряды диаметров машин Di и их угловые скорости ni должны образо​вывать геометрические прогрессии со знаменателями, соответ​ственно,
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для которых имеют место следующие соотношения
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          (82)

Рассмотрим пример. Пусть опорный эллипс рабочей области вентилятора характеризуется следующими параметрами а = 0,2, b = 0,4, α = 45°. По формулам (77) вычисляем σ' = 9°27', λ' = 5°43', а с помощью (81) и (82) определяем qD = 1,29, qn = 1,54. Таким образом, для ряда диаметров рабочих колес вен​тиляторов по данной аэродинамической схеме, определяющей параметры опорного эллипса, может быть принят ряд предпочтительных чисел R10, для которого
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Что же касается угловой скорости, то рассматриваемая аэроди​намическая схема может обеспечить плотное покрытие поля вентиляционных режимов при всех сочетаниях соседних чисел синхронных оборотов, кроме первого, для которого имеем qnl - 3000 / 1500 = 2 > 1,54.
Для рассмотренного примера А' = σ' + λ' = 15°10' что почти вчетверо меньше оптимального значения А' = π/3. При разра​ботке новой схемы вентилятора выражение (79) может быть полезно для определения направления улучшения ее эксплуата​ционных качеств (чем А' ближе к π/3, тем меньшим числом типоразмеров машин можно покрыть данное поле вентиляцион​ных режимов).
В заключение заметим, что с помощью величин q и q можно оценивать качество областей работы вентиляторов с точки зрения обеспечения плотного и экономичного покрытия поля вентиляционных режимов. Чем эти коэффициенты боль​ше, тем форма рабочих областей благоприятней. Коэффициенты qD и qn, наряду с КПД, могут служить критериями качества аэродинамической схемы, оценивая ее с точки зрения затрат на разработку ряда машин. Действительно, чем эти коэффициенты меньше, тем для покрытия того же поля нужно больше типораз​меров, тем будут больше затраты на их разработку и освоение производства, тем будет меньше размер партии для каждого типоразмера. С помощью полученных формул (71)-(82) может быть решена и обратная задача: по заданному знаменателю ряда машин определить необходимые для покрытия данного поля вентиляционных режимов шахт параметры рабочей области аэродинамической схемы. Отсюда можно получить требования к необходимой глубине регулирования режимов работы машины и выбрать соответствующий способ регулирования.
4.10. СДЕЛАЙТЕ ЧТО-НИБУДЬ!
На шахте им. А.Ф.Засядько в Донецке произошел случай​ный выброс, погибли люди, все работы были прекращены. Чтобы снова ввести ее в действие, нужно было срочно и радикально улучшить проветривание подземных выработок. Это можно сделать, уменьшив сопротивление вентиляционной сети за счет расширения сечений горных выработок или увели​чив полезную мощность вентиляторов главного проветривания путем замены на более крупные. Оба решения требуют больших затрат времени, сил и средств, чего у шахты практически но было. Поэтому ее руководство обратилось к конструктору наибо​лее крупных шахтных вентиляторов В.И.Ковалевской с прось​бой «сделать что-нибудь».
Самое поразительное, что в течение ночи Виктории Ионовне удалось найти решение этой задачи, а буквально через два дня воплотить его на шахте. От чего же оттолкнуться? Конечно же от уравнения Эйлера (основного уравнения турбомашин), со​гласно которому гидравлическая (полезная) мощность Nr венти​лятора связана с его подачей Q, диаметром колеса D2 и его шириной на выходе b2, а также углом выхода потока β2 следующим образом
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где р - плотность воздуха, n - число оборотов колеса в минуту.
Из (83) видно, что наиболее действенным фактором, с помощью которого можно увеличить Nг, является диаметр рабочего колеса по концам лопаток D2: во-первых, он стоит множителем перед скобкой, во-вторых, он входит в числитель положительного числа в скобках и в знаменателе отрицательно​го члена там же. Таким образом, увеличивая D2, мы трижды воздействуем в нужную сторону. Если, кроме того, конец лопатки подогнуть вверх (увеличить β2), то эффект усилится.
Как это можно реализовать? Довольно просто: можно при​варить металлическую пластину! Что при этом ухудшится? Прочность: выходная кромка лопатки - и так наиболее нагру​женная часть рабочего колеса, а мы еще вешаем свободную консоль, не опертую на диски. Расчет, к сожалению, подтвер​ждает наши опасения: лопатка не выдержит. Жаль! Вот если бы консоль была легче раз в 20, тогда можно было бы это исполь​зовать. Но если сделать ее тонкой, то она не будет держать форму и не сможет воздействовать на поток. Нужна жесткая граница, так всегда было! Да, было, а всегда ли это правильно?
Вот легкий и гибкий парус, преобразующий энергию ветра в энергию движения судна, он же держит форму, хотя и гибок. Что определяет его форму? Равновесие сил давления и натяжения парусины, прикрепленной к двум реям. Так, у нас одна рея есть - это выходная кромка лопатки. А другая? Другой нет и быть не может: не к чему крепить, так как колесо вращается. А чем отличается поступательное движение от вращательного? Том, что но втором случае на каждую частицу массы действует центробежная сила, направленная по радиусу.
Стоп! Так это то, что нам нужно: сила натяжения от второй реи может быть заменена центробежной силой. Так даже лучше: сосредоточенная в заделке сила заменяется распределенной форма будет более стабильной. А хватит ли этой силы? Нужно посмотреть.
Для этого рассмотрим элемент dl гибкой ленты, закрепленной одним концом на выходной кромке лопатки (рис. 54), к которому приложены силы натяжения ленты Т и Т + dT, центро​бежная сила
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и сила давления потока
dP = pbdl = pbdr/sinβ
                                                                                          (85)
Здесь: ρ∂ - поверхностная плотность ленты, b - ее ширина, р - давление потока.
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Рис. 54. Лопатка с гибким элементом

Уравнения равновесия выделенно​го элемента в проекциях на касатель​ную и нормаль к нему имеют вид
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Поскольку cosdβ ≈ 1, sindβ ≈ dβ, то пренебрегая бесконечно малыми более высокого порядка, вмес​то предыдущего имеем
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Исключая из (86) T и используя (84) и (85), находим 
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Так как при β→βk, r → rтaх знаменатель стремится к нулю, а косинус есть функция ограниченная, то к нулю должен стремиться и числитель, откуда
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благодаря чему вместо (87) имеем
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Радиус окружности расположения конца ленты может быть найден, если известна ее длина   l , равная
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откуда, используя (88), имеем
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где m = 2р/ρ∂ω2.
Величина давления р может быть найдена, если известна гидравлическая мощность вентилятора, так как
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где:  z  —    число лопаток колеса,  ω   -  угловая скорость его вращения.
Учитывая, что в общем случае колесо имеет конический покрывной диск с углом раскрытия у, т.е.
b = b2 + (r2 - г) tgγ, 

вместо предыдущего равенства получаем р = Nr/zωA,
(91)
где
А = 0,5 (г22 - r12) (b2+r2tgγ) - 0,333 (r23 - r3)tgγ.

Выражения (88), (90) и (91) дали возможность убедиться в принципиальной работоспособности найденного способа увели​чения полезной мощности вентилятора, подобрать необходимую плотность ленты и установить, что форма гибкого элемента изменяется с изменением режима работы машины, подстраива​ясь под него наилучшим образом, благодаря чему повышается эксплуатационный КПД вентилятора (форма жесткой лопатки соответствует лишь оптимальному режиму).
Внедрение этого способа на наиболее труднопроветриваемых шахтах Донбасса позволило быстро и без капитальных затрат значительно улучшить условия и повысить безопасность труда горняков, в связи с чем в 1987 г. Всемирная организация интеллектуальной собственности при ООН признала его лучшим изобретением года и наградила В.И.Ковалевскую Золотой имен​ной медалью ВОИС.
Внимательный читатель, очевидно, заметил, что в формуле (83) есть еще один действенный фактор повышения полезной мощности, а именно: число оборотов n приводного двигателя. Но, во-первых, он фигурирует дважды, а не трижды; во-вторых, с увеличением n напряжения в колесе растут пропорционально n2, а они и так на пределе; в-третьих, отсутствует самоподстрой​ка на режим работы; в-четвертых, нужен новый двигатель. Как видим, Федот, - да не тот!
4.11. КАК ЭТО ДЕЛАЕТСЯ
Когда уже большая часть книги прочитана, наступило время сказать, что же такое изобретение. Читаем Советский энциклопедический словарь 1990 г. издания: «Изобретение - новое и обладающее существенными отличиями техническое решение задачи в области народного хозяйства, социально-культурного строительства или обороны страны, дающее пол​ожительный эффект». От положительного эффекта сейчас, прав​да, отказались и правильно сделали (сегодня нет, а завтра эффект будет), а вот существенная новизна осталась. А она «характеризуется тем, что решение имеет новые, не известные ранее признаки, сообщающие объекту изобретения новые свой​ства, создающие положительный эффект». Итак, если коротко: новизна - это когда есть новизна! Прямо скажем, не математи​ческое определение, но бывает и хуже.
Великий изобретатель Эдисон действовал методом перебора (проб и ошибок). Например, чтобы получить лампу накалива​ния, он запланировал и провел свыше тысячи опытов, на основании которых установил, что самая надежная нить - из вольфрама. Причем решение это он нашел в начале пути, но остальные опыты проделал скрупулезно. Эдисон лично беседо​вал с теми, кто хотел поступить к нему в лабораторию, расспрашивая об их планах, идеях, которые бы они стремились развить. Однажды пришел к нему молодой человек с идеей универсального растворителя. «А в какой посуде вы собираетесь его хранить?» - спросил великий изобретатель, после чего его несостоявшийся коллега ретировался.
Смешно, не правда ли? А вот «Пионерская правда» предло​жила в 60-х годах эту задачу школьникам 5-7 классов. Из 3000 принявших участие более половины справились с задачей: хранить в замороженном виде; пропустить ток через раствор и подвесить в магнитном поле и т.д. Вот видите, как далеко мы шагнули вперед. Естественно, что простейший метод проб и ошибок, используемый для изобретений I уровня, где использу​ется готовый объект (по новому назначению!) или он выбирается из порядка 10 вариантов, в более сложных случаях становится малоэффективным, поскольку уже для изобретений II уровня число возможных вариантов достигает порядка 100. Правда, Эдисон умудрялся этим методом решать задачи и более высоких уровней, например, III, требующего значительного изменения объекта или выбор из порядка 1000 вариантов. Но это было под силу только ему одному.
Вот что писал по этому поводу Николай Тесла, работавший одно время в лаборатории Эдисона: «Если бы Эдисону понадоби​лось найти иголку в стогу сена, он не стал бы терять время на то, чтобы определить наиболее вероятное место ее нахождения. Он немедленно с лихорадочным прилежанием пчелы начал бы осматривать соломинку за соломинкой, пока не нашел бы предмета своих поисков. Его методы крайне неэффективны: он может затратить огромное количество времени и энергии и не достигнуть ничего, если только ему не поможет счастливая случайность. Вначале я с печалью наблюдал за его деятель​ностью, понимая, что небольшие теоретические знания и вычис​ления сэкономили бы ему тридцать процентов труда. Но он питал неподдельное презрение к книжному образованию и математическим знаниям, доверяясь всецело своему чутью изо​бретателя и здравому смыслу американца».
В 1953 году американец Осборн предложил усовершенство​ванный метод проб и ошибок, названный им «мозговым штур​мом» (брейнсторминг), в котором процессы генерирования идей и их анализ разделены. В группу «генераторов» должны входить люди различных специальностей, наделенные буйной фанта​зией, свободно высказывающие любые идеи (даже ошибочные, фантастические, шуточные и др.) без доказательств. Все это фиксируется с помощью магнитофона, запрещена критика, иронические улыбки и пр. Отношения веселые и доброжелатель​ные. Хорошо, когда высказываемая идея подхватывается и развивается другими. В группу «генераторов» входят обычно 6-10 человек, а продолжительность бройнсторминга составляет 20-40 минут. Результаты такого заседания оцениваются позднее группой экспертов, в которую могут входить (но не обязательно) и «генераторы». Веселое настроение и соревновательный дух позволяют преодолевать психологическую инерцию, являющу​юся самым большим врагом творчества.
Первоначальная формулировка задачи подобна глыбе угля: можно сколь угодно долго пытаться зажечь ее, но огня не будет. Логика дробит эту глыбу, чем мельче уголь, тем легче зажечь его, на какой-то стадии возможно самовозгорание. Поэтому всегда нужно «покрутить формулировку». В этом плане интерес​на задача, которую предложил П.Капица Л.Ландау и Л.Инфельду: собаке привязали к хвосту консервную банку; с какой скоростью она должна бежать, чтобы не слышать грохота банки о мосто​вую? Два выдающихся физика долго размышляли, но вконец измучившись, сдались. Капица сжалился над ними и дал ответ: «Скорость равна нулю»! Скорость связана с движением, она может быть равна и нулю, но это не типично, так как движения тогда нет. Так инерция мышления уводит нас в сторону. Если задачу сформулировать без слова «скорость» (как должна вести себя собака, чтобы не слышать грохота банки?), то решение становится очевидным.
Поэтому никогда нельзя принимать на веру задачи, сформу​лированными другими. Если бы они были сформулированы правильно, то решение их давно было бы получено. Как это происходит? В процессе производства возникла задача, ее сна​чала решали «в рабочем порядке», ничего не вышло, затем на рациональном уровне - тот же результат. Стали решать по науке. Если получилось, то она в темник не попадет, а если нет, то это значит, что местные изобретатели зашли в тупик. Нужно приглашать кого-то со стороны. Как поставить ему задачу? Можно все зачеркнуть и начать сначала. А можно попросить продолжить начатое: ведь столько уже пройдено! Да, пройдено, но в какую сторону? Очевидно, не в ту, раз попали в тупик!
Пытаясь усовершенствовать мозговой штурм, было замече​но, что целесообразно создавать не один метод, а комплекс методов, применение которого более целесообразно специально обученной группой люден, постепенно накапливающей опыт его использования. Из этих посылок У.Гордон создал синектику и в 1960 г. основал изобретательскую фирму с таким же названи​ем. В основу синектики (совмещение разнородных элементов) положен мозговой штурм, проводимый постоянной группой, постепенно накапливающей опыт и состоящей из людей разных специальностей.
Решение задачи при этом начинается с ознакомления с «проблемой как она дана» (ПКД), затем группа, уточняя, превращает ее в «проблему как она понимает» (ПКП); далее идет собственно решение, основанное на превращении привычного в непривычное и наоборот, т.е. на систематических попытках взглянуть на задачу с непривычной точки зрения и сбить психологическую инерцию. Для этого используются четыре вида аналогий. Прямая аналогия (ПА): рассматриваемый объ​ект сравнивается с аналогичным из другой отрасли техники или из живой природы (например, нужно усовершенствовать про​цесс окраски мебели - смотрим, как окрашивают бумагу, телеизображение,.., как окрашены минералы, цветы, птицы, ...). Личная аналогия (ЛА) - эмпатия или вживание в образ исследуемого объекта, выясняя при этом чувства и ощущения (например, представляем себя белой вороной, которая хочет окраситься). Символическая аналогия (СА) - абстрактная ана​логия, рассматривающая теоретически предельный, иде​альный случай (например, для шлифовального круга СА - это «точная шероховатость»). Фантастическая аналогия (ФА)  - вводим фантастические существа (джин) или предметы (шапка-неведимка, сапоги-скороходы, ...), позволяющие выполнить то, что требуется.
Ход синектического заседания записывается на магнито​фон, а затем изучается группой экспертов. Конкретные примеры решения задач таким методом описаны в замечательной книге Д.Диксона «Проектирование систем: изобретательство, анализ и принятие решений», М., Мир, 1969. Такой способ позволяет успешно решать изобретательские задачи III уровня, а иногда и IV уровня (создание нового объекта, требующее рассмотрения порядка 105 вариантов).
Очень поучительны воспоминания изобретателей, в кото​рых приоткрывается их творческая лаборатория при создании изобретения высокого уровня. Например, еще до войны ленин​градский оптик Д.Д.Максутов работал над созданием школьного телескопа, простого, дешевого и надежного прибора, способ​ного противостоять леем невзгодам школьной жизни. Известные системы телескопов были сложны, дороги и требовали очень осторожного обращения. Все попытки упростить конструкцию приводили к резкому ухудшению оптических качеств.
«Менисковые системы, - рассказывает изобретатель в книге «Астрономическая оптика», - были изобретены мной в первых числах августа 1941 г. ... во время эвакуации из Ленинграда. На долю занятого человека редко выпадает возможность ничего не делать и фантазировать на интересующие темы. Все ли хорошо в разработанной конструкции школьного рефлектора? Нет, не все. Рефлектор с открытой трубой вряд ли долго проживет в школе. Достаточно уборщице один раз стереть с зеркала пыль, и оно будет испорчено. Прикрыть трубу стеклом? Это, конечно, защитит зеркало. Но из чего сделать стекло? Простое стекло дешево, однако оно поглощает много света. Оптическое стекло хорошо, зато и стоимость его высока.
Как же улучшить конструкцию? Единственный, казалось, выход - усложнить конструкцию, расположив в пере​дней части трубы плокопараллельное защитное окно. Введение плоскопараллельного окна из оптического стекла значительно удорожит инструмент...» Обо всем этом изобретатель думал много лет, но каждый раз останавливался перед очевидным фактом: простое стекло не годится, а оптическое слишком дорого. Но в поезде Максутов фантазировал, что дало ему возможность уйти в сторону от «вектора инерции»: проверить варианты, которые считались невыгодными, произвольно допустить нечто фантас​тическое: пусть оптическое стекло стало дешевым, тогда на рефлекторах можно поставить защитные окна. Что это даст?
Во-первых, защитится зеркало: во-вторых, в трубе устра​нятся конвективные течения, искажающие изображения; в-третьих, к стеклу можно прикрепить диагональное зеркало, избавившись от растяжек, вносящих искажение и загоражива​ющих свет. А нельзя ли выполнить защитное окно не в виде плоскопараллельного диска, а в форме мениска, чтобы заалюминированная его центральная часть служила вторичным зерка​лом? Тут уже не только упрощается крепление вторичного зеркала, а исчезает, в сущности, само зеркало, его функцию по совместительству будет выполнять центральная часть защитно​го стекла (это уже четыре). Но не внесет ли мениск вредных аберраций? Да, внесет - сферическую аберрацию как поло​жительную, так и отрицательную.

И тут Максутов чуть не упустил важного открытия, рассу​див, что в таком случае можно рассчитать мениск, не вносящий аберрации. Внимательно проследите за мыслью. Изобретателю нужно было преодолеть два барьера. Первый - защитное стекло должно быть выполнено из дорогого оптического стекла. Выяс​нилось, что удорожание можно компенсировать за счет того, что защитное окно будет выполнять не одну, а несколько полезных функций. Значит не обязательно прыгать через барьер, можно его обойти.
Но вот он подошел ко второму барьеру: потребовалось устранить искажения, создаваемые мениском. Казалось, тут бы и применить только что найденный метод компенсации: пусть аберрация - еще одно неизбежное зло. Надо компенсировать его, извлекая из него пользу, а не устранять. Однако здесь и проявилась слабость метода проб и ошибок. На первый взгляд кажется, что пробы беспорядочны. По в беспорядке просматривается система: пробы идут в направлении наименьшего сопро​тивления. Возобновляются попытки перепрыгнуть барьер, хотя перед этим был применен обходной маневр, давший блистатель​ный результат. Потратив несколько часов, Максутов все же вышел из ловушки и понял, что гораздо выгоднее выбрать мениск, который вводит в систему положительную аберрацию, способную компенсировать отрицательную аберрацию сфери​ческих зеркал. Так были изобретены менисковые системы. Как видим, второй барьер был преодолен тем же методом компенса​ции: мениск искажает световой поток, но с этим не нужно бороться, а выгоднее использовать эти искажения для ликвида​ции других искажений, вызванных при изготовлении главного зеркала не параболического (оно очень сложно и дорого), а сферического. Несовершенный рефлектор со сферическим зер​калом и несовершенный мениск, работая вместе, дали совершен​ную оптическую систему, имеющую ряд новых положительных качеств. В принципе это изобретение мог сделать Ньютон, предложивший одну из первых схем зеркального телескопа.
Это великолепное изобретение относится к IV уровню, как и описанное в предыдущем пункте изобретение гибких элемен​тов. Для них характерно преодоление нескольких психологичес​ких барьеров и поиск обходных путей.
Наш соотечественник инженер-изобретатель и писатель-фантаст Г.С.Альтшуллер (Г.Альтов) поставил задачу создания алгоритма изобретения, позволяющего заменить перебор вариантов целенаправленным движением в район решения. Это была актуальнейшая проблема, так как известные эвристические приемы применимы для задач 1-Й уровней. Высших эвристичес​ких приемов нет, эволюция их не выработала, так как сделав за жизнь 2-3 изобретения IV уровня, человек не может накопить «высший эвристический опыт». Драма изобретательства состо​яла в том, что на высших уровнях приходилось работать методами, соответствующими низшим уровням.
Эта задача была решена: сначала был создан алгоритм решения изобретательских задач (АРИЗ), а затем он был обоб​щен в теории решения изобретательских задач (ТРИЗ). В результате применения ТРИЗ для решения задач IV уровня вместо 105 проб имеем всего около 10. Пересказать коротко это невозможно, поэтому отсылаем уважаемого читателя к замечательным книгам Г.С.Альтшуллера «Алгоритм изобретения», М., 1973 и «Творчество как точная наука», М., 1979. Их автор впервые дал определение изобретательской задачи как выявле​ние, уточнение и преодоление технического противоречия.
Чтобы правильно сформулировать задачу, необходимо учесть тенденции развития данного технического объекта. Существует простой способ проверки правильности постановки задачи: посмотреть, как это делается в других отраслях техники. Машины, как правило, рождаются «средней величины, а затем развиваются в сторону «карликов» и «гигантов». Полюсом для всех направлений развития является так называемая «идеаль​ная машина», обладающая таким свойством: вес, объем и площадь объекта, с которым работает машина, совпадают с весом, объемом, площадью самой машины. Например, вертолет служит для перевозки людей и грузов, при этом мы вынуждены возить и сам вертолет. Идеальный вертолет - это пассажирская кабина, летящая со скоростью вертолета. Части идеальной машины все время должны выполнять полезную работу. Напри​мер, панелевоз простаивает при погрузке-разгрузке. Если при​менить съемные кузова, то эти простои снижаются: нагружают один кузов, машина везет другой, а третий в это время разгру​жается.
Однако существует V уровень задач, решение которых приводит к революционным изменениям в науке и технике, для которых нужно рассматривать 107-109 вариантов и больше. Перед ними бессилен и ТРИЗ, но все-таки они решаются. Как? Это величайшая из загадок нашего времени (см. раздел 8).

5. КОСМОС БЛИЖНИЙ И ДАЛЬНИЙ
5.1. ПРОСТРАНСТВО. ВРЕМЯ. ДВИЖЕНИЕ
Развитие наших представлений о пространстве и времени -прекрасный пример действия закона отрицания отрицания. Действительно, во времена древних греков, когда наука была практически единой (из нее успела выделиться только матема​тика), единым было и восприятие материи, пространства и времени. В гениальной поэме «О природе вещей», являющейся научной энциклопедией того времени, Лукреций Кар писал, что пространство существует потому, что оно сплошь заполнено материей, без которой его бы просто не было. А вот, что он говорит о времени:
«Также и времени нет самого по себе, но предметы 

Сами ведут к ощущенью того, что в веках совершилось. 

И неизбежно признать, что никем ощущаться не может 

Время само по себе, вне движения тел и покоя». 

Иными словами, есть тела и их движение, есть изменения в природе,  значит есть время! Нет движения материи,  нет и времени!
Эта точка зрения полностью соответствует современному представлению, выраженному в общей теории относительности, где свойства пространства и времени в окрестности данной точки определяются плотностью материи в ней. Но во времена Ньюто​на, когда дифференциация наук в связи с началом НТР шла особенно быстро, естественным оказалось расчленение (отрица​ние) этого единства и рассмотрение каждой категории отдельно, благодаря чему математическое описание движения резко уп​ростилось и стало возможным с помощью тех средств анализа, которые к тому времени уже были разработаны. Этому способ​ствовало и изобретение маятниковых часов (1657 г.), позволив​ших, например, датскому астроному Оле Ремеру по наблюдени​ям спутников Юпитера определить скорость света (1675 г.).
Изобретатель часов Христиан Гюйгенс как истинный уче​ный провел глубокие теоретические исследования, описав их в монографии «Маятниковые часы» (1673 г.), в которых за основу принял закон сохранения механической энергии (рис. 55).
0,5 mv2 = mg(lcosθ - l cosα).   (1)
Так как скорость движения маятни​ка v=ds/dt=l(dθ/dt), то (1) приводит к дифференциальному урав​нению
(dθ/dt)2 =  (cos θ  - cos α) g/l, (2)
из которого, учитывая, что с увели​чением времени t угол отклонения б убывает, получаем
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откуда, интегрируя, находим период колебаний маятника
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Рис. 55. Математический маятник (круговой) 
Из формулы (3) следует, что Т зависит от а, вследствие чего маятниковые часы не отличаются точностью хода, поскольку в силу различных причин предельный угол отклонения а понем​ногу меняется.
Используя известное соотношение cos θ = l - 2sin20/2, при​ведем (3)к виду
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где k = sinα/2. Если сделать замену sinθ/2 = ksinφ, то в результате получим (проверьте!)
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где
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-эллиптический интеграл I рода. Если k = sinα/2→0, то F → π/2 и в пределе имеем
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Замечательно, что последняя формула была установлена 16-летним Галилеем экспериментальным путем, наблюдая ка​чания люстр в храме и используя в качестве датчика времени собственный пульс!
Итак, часы с круговым маятником неточны, поэтому от окружности нужно отказаться, а взять вместо нее другую форму траектории. Какую? Гюйгенс решил использовать циклоиду, которая получается путем качения (без скольжения) «произво​дящего круга» вдоль прямой и имеет уравнение (в параметричес​кой форме)

X = a(θ- sin θ),  y = a(1-cos θ).
Циклоида обладает рядом замечательных свойств. Оказыва​ется, что «площадь, ограниченная одной аркой циклоиды и ее основанием, равна утроенной площади производящего круга» (теорема Галилея), а «длина одной ее арки равна четырем диаметрам производящего круга» (теорема Рена). Последний результат особенно поразительный: ведь для простейшей кривой - окружности - отношение ее длины к диаметру равно ирраци​ональному числу л, а здесь целое число! Циклоида обладает и другими интересными свойствами, в частности, поскольку она есть результат движения без скольжения, то выполненные по циклоиде зубья шестерен и кулачки изнашиваются минимально!
Именно циклоида позволила Гюйгенсу построить точные часы. Он рассуждал примерно так. Пусть хо, уо - координаты исходного положения шарика (рис. 56), a θ  - соответствующее им значение параметра. Когда шарик скатится в точку М(х,у) и высота его понизится на высоту h, то
h = y –y0= a(cos θ0-cos θ).
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Рис. 56. Шарик в лунке

Так как скорость падения шарика равна 
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 Для циклоиды ds = 2asinθ/2dθ, благодаря чему из предыдущего равенства имеем уравнение
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 интегрируя которое, получим (проверьте!)
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откуда период колебаний шарика (без трения) не зависит от величины начального отклонения (амплитуды). Механическое устройство, реализующее эту идею, предложено Гюйгенсом и показано на рис. 57. Основу его составляет шаблон в виде двух одинаковых полуарок цик​лоиды с общей точкой возврата (точка О), в которой крепится маятник с длиной нити, рав​ной удвоенному диаметру про​изводящего круга (или длине полуарки циклоиды). Шарик, отклоненный в точку М, бу​дет совершать колебания, пе​риод которых не зависит от положения точки М. Даже, если под влиянием трения размах колебаний будет уменьшаться, величи​на Т останется неизменной.
Ньютон кроме второго закона механики открыл и закон всемирного тяготения
F = γmM/r2,
(8)
где m, М - массы взаимодействующих тел, г - расстояние между ними, γ - гравитационная постоянная, на основе которых объяснил различные виды механического движения материи. Полным триумфом механики было объяснение закономерностей движения тел Солнечной системы, установленных Иоганном Кеплером путем обработки астрономических наблюдений Тихо Браге.
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Рис. 57. Маятник Гюйгенса

Используя второй закон механики и уравнение (8), Ньютон записал в проекциях на оси координат (рис. 58)
mx" = – Fcosφ = –γmMr2 cosφ, 

mу" = – Fsinφ  = –γmMr2 sinφ,
Так как sinφ = γ/r, cosφ = х/г, к = γm, 
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Рис. 58. Схема взаимодействия двух масс тяготения

Примем следующие начальные условия t = 0
х = а, у = 0, х' = 0, у' = vo.
                                                              (10)
Уравнения (9) сильно упрощаются, если перейти к поляр​ным координатам ρ и φ (х = ρ  cos φ, у = ρsin φ), в результате чего имеем вместо (9) и (10)
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при t = 0.
(12)
Из второго уравнения (11) имеем  
[image: image326.wmf]0

)

(

'

2

=

j

r

dt

d

  откуда ρ2 φ’c1                       (13)
Постоянная интегрирова​ния с имеет глубокий смысл (рис. 59). Площадь  сектора ОАВ равна 
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откуда ds = 0,5р2dφ или ds/ dt = 0,5р2φ'. Величина ds/dt называется секториальной скоростью, которая в силу (13) остается постоянной за все время движения.
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Рис. 59. Сектор ОАВ

Но это означает, что радиус-вектор при движе​нии планеты за равные промежутки времени «заметает» равные площади (один из законов Кеплера). С помощью (12) находим, что 

 c1 = аvo благодаря чему из (13) имеем φ' = аvo /р2; тогда из первого уравнения (11) находим
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Интегрируя (14) с учетом (12), получаем
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где 
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Полученное уравнение описывает алгебраические кривые II порядка, а именно: эллипс (ε<1), гиперболу (ε>1), параболу (ε = 1) и окружность при ε = 0. Астрономические наблюдения показывают, что для всех планет Солнечной системы 
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( ε <1), т.е. их траектории - эллипсы, водном из фокусов которых расположено Солнце (еще один закон Кеплера). Причем эллип​сы эти мало отличаются от окружностей. У других небесных тел, например, долгопериодических комет типа кометы Галлея эл​липтическая орбита очень вытянута (ε близок к 1). Небесные же тела, имеющие параболические и гиперболические орбиты — это гости Солнечной системы, наблюдающиеся всего один раз.
Механика Ньютона связала воедино законы движения пла​нет, приливы и отливы, падение тел на Землю, позволила на многие годы вперед рассчитать затмения Солнца и Луны, появление комет и др. В течение двухсот лет она стала таким же примером для других наук, каким в течение предшествующих столетий были «Начала» Евклида. Однако «ничто не вечно под Луной», и результаты опыта Майкельсона-Морли, согласно которому скорость света не зависит от скорости его источника, заставили полностью пересмотреть взгляды Ньютона. Вопрос был настолько актуален, что его решение было найдено незави​симо и практически одновременно сразу тремя выдающимися физиками Хендриком Лоренцем, Анри Пуанкаре (математиком но совместительству) и Альбертом Эйнштейном. Созданная ими частная теория относительности соединила пространство и вре​мя, заменив преобразования координат и времени Галилея, применяемые в механике Ньютона при переходе от одной инерциальной системы отсчета K(x,t) к другой К’ (х’, t’), движущейся относительно К поступательно с постоянной ско​ростью V (рис. 60).
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Рис. 60. Неподвижная К и движущаяся К’ инерциальные системы

x  = x’ +Vt’ , t = t’                                         (16)

преобразованиями Лоренца
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Позднее, в общей тео​рии относительности (теории гравитации) Эйнштейна удалось соединить про​странство, время и мате​рию, т.е. совершить «отрицание отрицания», отказавшись от изолированного рассмотрения этих категорий у Ньютона. Одна​ко в полном согласии с «принципом соответствия» новая реля​тивистская механика включила в себя механику Ньютона как частный случай при V<<c (с - скорость света  в  вакууме). Интересно, что Нобелевскую премию Эйнштейн получил не за создание частной теории относительности и даже не за создание теории гравитации (как можно было бы думать), а «за разработ​ку квантовой теории света и большой вклад в физику».
5.2. ОСВОЕНИЕ ТРЕТЬЕЙ КООРДИНАТЫ
Практически всю свою огромную историю человечество было (в геометрическом смысле) двумерно, поскольку находи​лось на поверхности Земли и только с освоением воздушного океана и, особенно, космического пространства стало трехмерным.
Хотя оно к этому времени уже почти все могло предвидеть и рассчитать заранее, однако запуски первых искусственных спутников Земли показали, что они почему-то летают меньше времени, чем это получается из расчета. Стало ясно, что квад​ратичный закон сопротивления, характерный для турбулентно​го обтекания тел, установленный в рамках нормальных атмосферных условий и скоростей, не превышающих 2-3 скорости звука, в данном случае не подходит. Что делать?
Смоделировать этот процесс в земных условиях практичес​ки невозможно, так как крайне разреженный воздух нужно разогнать до первой космической скорости. Пригодился опыт Кеплера и Браге: использовали астрономические наблюдения за высотой орбиты. Их результаты показали, что скорость сниже​ния последней и течение сравнительно большого времени оста​ется постоянной, т.е.
dr/dt = - k = const,
                                                                         (18)
где r - радиус орбиты. А дальше пошла чистая математика. 
Если принять, что в общем виде сила сопротивления равна
F = AVa,
                                                                                   (19)
где А и а, подлежащие определению постоянные, то изменение кинетической энергии спутника равно 
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Сама же кинетическая энергия равна Е = mv2/2. Чтобы определить V, нужно учесть, что на круговой орбите сила тяготения F = γmМг-2 = gmR2r-2 уравновешивается центробеж​ной силой F = mv2/r, за счет чего имеем 
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, где R -радиус Земли. Тогда кинетическая энергия выразится так
Е = 0,5mR2g/r,
                                                                                                (21)
откуда на основании (20) получаем
dE / dr = -0,5gmR2/r2.
                                                                         (22)
Подставляя (22) в (20), имеем тождество
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                                                    (23)
справедливое при любом r, что возможно, если α = 3, тогда
А = km/2gR
                                                                                                    (24)
и окончательно имеем
F = kmv3/2gR2.
                                                                                                        (25)
Расчеты сопротивления по формуле (25) дали блестящее совпадение с действительными сроками нахождения спутников на орбите. И никаких дорогостоящих экспериментов! Величина к была установлена с помощью астрономических наблюдений. Так астрономия (которую многие считают отжившей наукой) сделала большой вклад в развитие космонавтики и аэродинами​ки (еще раз вспомним о необходимости взаимодействия самых различных наук!).
И уж совсем трехмерными мы можем считать себя после того, как Нил Армстронг вступил на Луну (21.07.1969) и для верности подпрыгнул. Сразу возник вопрос: на какую высоту без разбега может подпрыгнуть астронавт, если на Земле эта высота равна, скажем, 0,5 м? Заглянем в энциклопедический справоч​ник и выясним, что у Земли радиус составляет Rз = 6371 км, а плотность равна ρз = 5518 кг/м3; у Луны соответственно Rл = 1738 км и ρл = 2344 кг/м3, т.е. Rл = 0,273 Rз и рл = 0,425 рз. Тогда, согласно (8), для Луны ускорение от силы тяжести равно 
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Можно подумать, что высота прыжка будет равна 0,5/0,116 = 4,3 м. Однако это неправильно.
Чтобы совершить прыжок, человек приседает, опуская центр тяжести, скажем, на 0,5 м. Затем он прыгает, поднимая его на 0,5 + 0,5 = 1 м. Из равенства работ в условиях Земли и Луны имеем
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откуда hл = -0,5+gз/gл = 8,1 м, что почти вдвое больше угаданного результата. Таким образом, пытаться угадать мож​но, но всегда интуицию нужно проверять расчетом, опирающим​ся на фундаментальные законы природы.
5.3. ФАКИРЫ В КОСМОСЕ
Самым удивительным фокусом, который показывают ин​дийские факиры, является такой: факир эффектно бросает вверх конец каната, который на глазах изумленной публики становит​ся твердым, по канату вверх взбирается мальчик и вдруг... исчезает! Что это, массовый гипноз или чудо? Кто его знает: Восток — дело тонкое!
Но нечто подобное четверть века назад предложил наш соотечественник инженер Г.Поляков для запуска космических аппаратов за счет энергии вращения Земли. Для этого на геостационарную орбиту  запускается   космическая  станция, имеющая угловую скорость, равную угловой скорости Земли ω, и соединенная с Землей канатом одним концом, а второй его конец выпущен в космос. На станции полная невесомость, так как сила тяготения mgR2/rc2= Ft (m - масса станции, R - радиус Земли, rс - радиус круговой орбиты станции) уравновешивается центробежной силой mω2 rс = FЦ. 

При r > rс центробежная сила превышает силу тяготения, за счет чего канат натягивается.
Запускаемый аппарат поднимается с Земли по канату, например, с помощью бегущего электромагнитного поля, а минуя станцию, движется по канату в космос, разгоняясь до второй кос​мической скорости Wo достигае​мой на радиусе отрыва rо за счет возрастающей разности сил цен​тробежной и тяготения (рис. 61). Идея настолько остроумна и сме​ла, что известный ученый и фан​таст Артур Кларк положил ее в основу фантастического романа «Фонтаны рая». Еще интересней то,  что анализ этой идеи можно   проделать буквально «на пальцах».
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Рис. 61. Установка для запусков космических аппаратов

Прежде всего, из условия FT = FЦ найдем радиус геостационар​ной орбиты
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Так как R = 6,37 · 106м, g = 9,81 м/с2, ω = 2π/24· 3600 = 7,27· 10-5с-1
то rс = 6,63R = 4,22· 107 м (ого!).
На орбите отрыва потенциальная энергия космического корабля gmR2/r равна его кинетической энергии mwo2/2, откуда радиус орбиты отрыва равен
ro = 2gR2/Wo2.                                                                                     ( 27)
Для определения Wo запишем уравнение движения аппарата
mr" = m(ω2r - gR2/r2),
откуда после сокращения на m и интегрирования имеем 

v2 = ω 2 r2 + gR2/r + С.

Постоянную интегрирования с найдем из условия r = ro, v = 0, откуда с = - 2(gωR2)2/3, благодаря чему имеем для радиальной составляющей скорости v2 =ω2r2 + gR2/r2 - 2(gωR2)2/3, а ее тангенциальная составляющая равна u = ωr. Таким образом, для скорости отрыва имеем
Wo2 - uo2 + vo2 = 2ωro2 + gR2/ro - 2(gωR2)2/3.         (28)

Подставляя (28) в (27), получаем для радиуса орбиты отрыва го3 - ro (gR2/ω2)2/3 - gR2/ ω2 = 0: ro = 5,59·107 м,
причем Wo = 3773 м/с, что почти втрое меньше второй косми​ческой скорости при запуске с поверхности Земли (11,2 км/с).
Элементарный анализ напряжений, возникающих в канате, показывает, что они примерно в 200 раз превышают допустимые напряжения для современных конструкций канатов. Так что, поставим крест на красивой идее? Торопиться не следует, так как прочностные свойства современных материалов по крайней мере на три порядка ниже теоретически возможных, т.е. со временем необходимый канат создать, возможно, удастся. А игра стоит свеч, поскольку такой запуск не делает дыр в озонной оболочке и дает большой энергетический выигрыш.
Действительно, полная энергия аппарата в момент отрыва равна
Ео = mgR2/r° +0,5 mwo2; = 2 mgR2/ro.                                            (29)
Работа центробежной силы составляет
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так что относительный выигрыш в энергии равен
ΔЕ/Ео = ω2ro3/4gR2 ≈ 0,58.
                                    (31)
5.4. К ТЕЩЕ НА БЛИНЫ
Предположим, что с Земли стартует ракета к звезде, распо​ложенной на расстоянии 10 световых лет (9,46 1016 м), в системе которой проживает мама жены космонавта (чем дальше, тем отношения теплее!). Сколько нужно времени, чтобы долететь с постоянным ускорением а' = 10 м/с2, ощущаемым космонавтом, до этой звезды?
Пусть в момент времени t в покоящейся системе отсчета, которую удобно связать со звездой, скорость ракеты равна v. Преобразования  Лоренца  из этой  системы  в  инерциальную систему отсчета, движущуюся со скоростью v, имеют вид (17). Дифференцируя (17), имеем


[image: image344.wmf]'

'

'

'

'

'

'

'

)

1

(

;

)

(

)

(

dt

dt

dx

v

dt

dt

v

dt

dx

vdt

dx

dx

+

=

+

=

+

=

b

b

b


откуда 
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Аналогично получим (проверьте!)
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При dx’ /dt’ = 0 имеем преобразование Лоренца для ускорения 

a = a’β-3                                                                                                                (32)

и временных интервалов 

dt’ = β-1 dt.                                                                                                             (33)
Выражение (33) преобразуем так, используя (32), 
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откуда интегрируя, определим время полета по часам космонавта
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где V – скорость ракеты в конце пути, которую мы пока не знаем. 

С помощью (33) нетрудно получить выражение для времени ожидания тещей приезда зятя. Действительно,
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откуда, интегрируя, найдем
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Чтобы определить V , рассмотрим выражение
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откуда
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Разрешая (36) относительно V/c, получим
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Сделаем числовые оценки: с = 3·108 м/с, l = 9,46·1016 м, тогда по формуле (37) V/c = 0,996, а по формулам (34) и (35) получаем Т' = 2,98 лет и Т = 10,65 лет. Но в этом случае зять пролетит мимо с почти световой скоростью и рукой махнуть не успеет!
Чтобы отведать блинов, ему нужно полпути разгоняться, а полпути тормозиться, в результате чего вместо (37) будем иметь
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а вместо (34) и (35) получим
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В этом случае имеем V*/c =0,987, Т' = 4,79 лет, Т = 11,75 лет. Чтобы сократить время полета и ожидания, можно увели​чить ускорение, скажем в пять раз (чего не сделаешь ради любимых родственников!). Тогда (проверьте!) V*/c = 0,9993,    
Т' = 1,52, Т = 10,37 лет. Конечно, выдержать такое ускорение длительно невозможно (разве что в анабиозе?), а о энергозатра​тах мы уже не говорим (двигатели работают непрерывно!), но может быть блины того стоят?
5.5. КУДА   ИДЕШЬ,  ВСЕЛЕННАЯ?
До первой четверти XX века Вселенная представлялась человечеству похожей на хорошо отлаженный часовой меха​низм. Не случайно, Эйнштейн, получив уравнения общей тео​рии относительности, попытался рассмотреть модель стационарной Вселенной, но к своей досаде обнаружил, что эта модель не соответствует уравнениям. Тогда автор решил подправить свои уравнения, введя в них без всяких обоснований так называемый «космологический член», после чего желаемая модель была получена. Правда, наличие «космологического члена» неявно предполагает наличие в природе гравитационных сил отталки​вания, которые никем и никогда не наблюдались. Но это не страшно: не обнаруживались, так, может быть, обнаружатся когда-нибудь. И вообще, теоретикам не нужно связывать крылья! Несколько позднее наш соотечественник Александр Фрид​ман показал, что из первоначальных уравнений Эйнштейна следует модель нестационарной Вселенной. Вскоре это теорети​ческое открытие было подтверждено наблюдениями Хаббла, который установил, что наблюдаемая нами часть Вселенной расширяется с постоянной скоростью u, равной

u=Hr,                                                                                                           (41)

где Н - постоянная Хаббла, r - расстояние до наблюдаемого объекта. Это открытие считается величайшим триумфом общей теории относительности, пришедшей на смену закону всемирно​го тяготения Ньютона (8).
Ну, а если бы Эйнштейн не создал общей теории относитель​ности, как бы тогда развивалась космология? Хаббл свое откры​тие (41), наверное, сделал бы, т.е. (8) и (41) мы бы имели. А два уравнения - это большая сила!
Действительно, рассмотрим шар радиуса R с массой М и по (8) найдем ускорение частицы единичной массы на поверхности шара
d2 R/dt2 = -γM/R2                                                                                                                 (42)
Из (41) имеем dR/dt = Н, кроме того М = 4πρR3/3, где ρ - плотность вещества в шаре. Подставим эти выражения в (42)
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Умножим полученное равенство на dR/dt и проинтегрируем

0,5 (dR/dt)2 - γM/R = с.
                                                                                    (43)
Для определения постоянной интегрирования воспользуемся результатами современных астрономических наблюдений: пусть в момент t0 радиус шара, плотность и постоянная Хаббла, соответственно, равны Rо , ρо, Но (будем считать, что Н меняется во времени). Тогда масса равна М = 4πpoRo3/3, а скорость расширения составит (dR/dt)o = HoRo, в результате чего найдем (проверьте!)
с = 0,5 Но Rо2 - 4πγpoRo2/3,
благодаря чему окончательно имеем
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Обозначим величину
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и назовем ее критической плотностью.
Уравнение (44) можно проинтегрировать еще раз (сделайте это), но качественные выводы об эволюции Вселенной можно сделать и с помощью (44).
Современные наблюдения показывают, что dR/dt>0, т.е. в прошлом R было меньше, чем сейчас, a a/R — больше, следовательно, в прошлом dR/dt было еще больше. А это значит, что был момент, когда R = 0, р = ∞ и dR/dt = ∞. Этот момент tН — есть момент грандиозного взрыва и рождения Вселенной. Таково прошлое. А будущее?
Оно зависит от величины ρКР. Если ρКР <рo , то по мере увеличения R будет достигнуто такое значение, когда правая часть (44) обратится в нуль. Это значит, что R достиг максимума, а затем будет уменьшаться, т.е. расширение сменится сжатием (рис. 62). Здесь следует иметь в виду, что при переходе кривой R(t) через максимум перед dR/dt меняется знак (квадратный корень имеет два знака).
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Рис. 62. Изменение радиуса R при сверх (а) и докритической (б) плотности материи

При ρКР >рo , расширение продолжается неограниченно (t →∞, R →∞). Оценим величину tH, когда R =0. Если бы скорость расширения была постоянной и равной современному значению, то

R0 = (dR/dt)0 (t0 - tH) = H0 R0 (t0 - tH) ,                                                                                  (46)
откуда
T = t0 - tH = H0-1                                                                                      (47)
Принимая Ho= 50 км/сМпс, получаем Т = 6· 1017 c ≈ 2·1010 лет.
Замечательно, что с помощью общей теории относительнос​ти получается точно такой же результат. Как видим, «старуш​ка» (8) работает!
Это удивительно простое решение (по сравнению с фрнвмаь новским) сложнейшей задачи получил в 1934 г. английский астрофизик Эдуард Милн. Ну, а по «рабоче-крестьянски» ее можно решить? Все защитит от того, какую информацию мы хотим иметь. Бели «точечную», то можно. Попробует найти наиболее интересную величину в этой задаче, а именно - критическую плотность ρКР. Для этого рассмотрим пробную массу m на «горизонте событий», удаляющуюся от нас со скоростью u расширения Вселенной, описываемой законом Хаббла (41).
Как будет вести себя эта масса? Если  ρ < ρКР, то кинетическая энергия массы Ек = mu2/2 больше ее потенциальной энергии  Еп = γМ/r, где М - масса, заключенная внутри сферы радиуса r
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При этом пробная масса будет удаляться от вас, ее кинети​ческая энергия будет возрастать, а потенциальная убывать. Скорость ее движения превосходит «вторую космическую скорость» для массы М и радиуса r. Расширение Вселенной неограничено.
При ρ>ρКР, наоборот, потенциальная энергия больше кине​тической, вследствие чего скорость движения пробной массы меньше «второй космической скорости», в связи с чем расширение Вселенной, достигнув максиума, сменится сжатием. Наконец, при ρ=ρКР скорость в точности равна «второй космической скорости», которую можно найти, приравняв Ек и Еп , откуда
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 EMBED Equation.3  [image: image363.wmf]r
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Подставляя в (49), (41) и (48) при ρ=ρКР найдем ркр = 3Н2/8πγ, что совпадает с (45) при Н=Но. Небольшой «доматематический анализ» позволил резко упростить задачу. Приравнивая Е к и Еп и полагая u = с, найдем выражения для гравитационного радиуса
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вслед за Лапласом, предсказавшим возможность существования «черных дыр» за 120 лет до создания общей теории относитель​ности!
Так как внутренность «черной дыры» не имеет причинно-следственной связи с нашим миром, то эту область нужно изъять из нашего пространства и соответствующим образом подправить формулу (8)
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где rg1 и rg2 - гравитационные радиусы масс m1 и m2, соответ​ственно. Последняя формула дает хорошие результаты даже в случае чрезвычайно сильных гравитационных полей.
5.6. ИЗ ДАЛЬНИХ СТРАНСТВИЙ ВОЗВРАТЯСЬ
Отведав замечательных (а иначе зачем было лететь?) тещи​ных блинов и пролежав бока в анабиозе, наш путешественник благополучно вернулся на Землю и, будучи натурой активной, занялся делом.
Во-первых, он соорудил ангар для ракеты, но не тяжелый из бетона и стали, а, напротив, сверхлегкий (чтобы можно было в любой момент свернуть и полететь, куда душа желает) из тонкой и прочной пленки в виде полуцилиндра радиуса R (рис. 63) длиной l, устойчивость которого обеспечивается за счет под​держания с помощью вентилятора давления р больше атмос​ферного ро.
Определим вначале величину Δр = р - ро, необходимую для обеспечения заданной формы ангара. Вес оболочки равен G = πRlр0g, где ρо — поверхностная плотность материала оболочки. Вертикальная составляющая силы давления, очевид​но, равна
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Необходимо, чтобы P>G, поэтому введем коэффициент запаса k = P/G>1, тогда на основании выражений для G и P имеем 2ΔpRl = kπRlρ0g, откуда

Δp = 0,5πkρ0g.                                                                                         (50)

Как видим, величина Δр не зависит от размеров ангара: радиуса R и длины l. Сделаем числовую оценку приняв  k = 1,5,  ρ0= 0,1 /м2 , Δp  = 0,5π· 1,5 ·0,1 · 9,81 = 2,3 Па. Как видим, давление получилось очень маленьким. Может быть, мы взяли слишком маленький запас? А зачем его вообще нужно брать? Ну, хотя бы для того, чтобы противостоять ветровому напору, воздействие которого максимально, если ветер перпендикулярен оси ангара. При этом картина обтекания ангара показана на рис.  64.
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В точке А поток встречает оболочку и его скорость здесь обращается в нуль, а давление становится максимальным 

РА=P0+ρv∞2/2. 

Затем скорость обтекания увеличивается по мере продвижения к точке В (R, π/2), а давление р уменьшается в соответствии с уравнением Бернулли р0 + pv∞2 /2 = р + pv02 /2, откуда

p = p0+0,5ρ(v∞2- v02 ).                                                                                   (51)

В точке В скорость достигает максимума и далее начинает уменьшаться, а давление возрастать, чего пограничный слой оченьне любит и отрывается вблизи точки В, образуя за ангаром застойную зону. Для простоты можно считать, что поток отрывается в точке В со скоростью VB, которая вдоль границы отрыва еще долго остается постоянной, в связи с чем и давление вдоль нее сохраняется практически постоянным и равным рв = ро + 0,5p(v∞2- v02 ). Поскольку скорости движения воздуха в застойной зоне V3 малы (V32 < < VB2), с большой степенью точности молено считать, что давление в ней постоянно и равно давлению в точке В.
Итак, давление вдоль дуги АВ переменно, а вдоль ВС постоянно и равно рB. Обтекание дуги АВ ничем практически не отличается от обтекания цилиндра плоскопараллельным потоком невязкой жидкости с комплексным потенциалом W = V∞ (z + R2/z), откуда, выделяя действительную часть, получим выражение для потенциала скорости
φ = V∞ (r + R2/r) cos θ,
                                                                                 (52)
дифференцируя которое, найдем радиальную
Vr = dφ/dr = V∞(1 - R2/r2) cos θ 

и тангенциальную составляющую скорости потока 
Vθ = dφ/rdθ  = -V∞(1 + R2/r2) sinθ .
На поверхности цилиндра r = R имеем Vr = 0, т.е. он действительно является поверхностью тока. При r  = R для тангенциальной составляющей имеем
Vo = -2V∞sin  φ                                                                                                          (53)
Подставляя (53) в (51), имеем выражение для давления вдоль дуги АВ
р = ро + 0,5ρ (v∞2 - 2 v∞2sinθ).
                                                            (54)
Поскольку давление внутри оболочки ангара равно ро +Δр, то перепад давлений на оболочке составляет
σр = (ро + Δр) - р = Δр - 0,5ρ V∞2 (1-2 sin2θ).                                            (55)
Используя (55), вычислим силу давления на левую часть ангара
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На правую его часть действует сила, равная (почему?)
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Из выражения (55) имеем
VB = -2V∞.
                                                                                              (58)
Подставляя (58) в (57), получаем
Рп = Rl(Δр + 1,5рV∞2)π/2.
                                                                        (59)
Суммируя (56) и (59), окончательно имеем
Р = 0,5Rlπ(2Δр + l,5рV∞2).
                                                                       (60)
Пусть V∞ =10 м/с, R = 10 м, l = 100 м. Тогда 
Р = π· 10· 100(2,3+0,75· 1,2· 102) = 290000 Н ≈ 29 т.
Посмотрим, как будет чувствовать себя материал обшивки, для которого временное сопротивление на разрыв составляет σB = 6000 Н/м. Наибольшее напряжение он испытывает в месте заделки и оно равно
σ = P/2l  =  290000/2·10 = 1450 н/м,
что вчетверо меньше временного сопротивления.
Теперь посмотрим, что случится, если с подветренной сторо​ны открыть дверь? При этом давление в ангаре будет равно РА = ро + 0,5ρV∞2, а сила станет равной Р* = l,5πρV∞2Rl, т.е. увеличится практически вдвое. И в этом случае ничего страш​ного не произойдет. Но шлюз на всякий случай поставить нужно. Итак, с ангаром все в порядке.
Во-вторых, наш путешественник решил обратить внимание на свое здоровье и соорудил тренажер, представляющий собой гимнастическое колесо, перекатывающееся внутри цилиндрической поверхности. Радиус колеса a=1 м. Какую следует ему взять направляющую цилиндра, чтобы, несмотря на потери трения, иметь постоянный период качаний? Думается, что космонавт не глупее нас и возьмет такую направляющую, при которой центр тяжести гимнастического колеса движется по циклоиде (рис. 65), уравнение которой имеет вид
х = R(θ – sinθ), у = R(l - cosθ).
                                                  (61)
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Рис. 65. Схема тренажера

Тогда направляющая будет смещена относительно циклоиды на величину а по нормали, т.е. ее уравнение будет иметь вид

x* = x – asin α

y* = y +acos α                                                                                                       (62)

Поскольку угловой коэф​фициент касательной равен
tg α = у'(θ)/х'(θ) = ctg θ /2,
то имеем выражения для cosa и sina
cosα = sinθ/2,   sinα = cosθ/2,
подставляя которые в (62), получаем уравнение искомой кривой 
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Теперь следует рассмотреть некоторые механические аспек​ты тренажера, для чего запишем уравнение движения центра тяжести гимнастического колеса ms" = -mgsinα =  -mgdy/ds, откуда
S" = -g dy/ds.
                                                                                                  (64)
Поскольку период колебаний в нашем случае не зависит от начального отклонения, то движение центра тяжести должно удовлетворять уравнению гармонических колебаний с частотой Ω

S" + Ω2S 
[image: image372.wmf]= 0                                                                                 (65)

Решая совместно (64) и (65), имеем

dy = Ω2sds/g                                                                                                             (66)

откуда, интегрируя, находим

y =Ω2s2 /2g                                                                                                               (67)
новую форму уравнения циклоиды, более пригодную для нашего анализа (обратите внимание на то, как удалось избежать интег​рирования уравнения второго порядка!).
Теперь нам пригодится теорема Рена: дойдя до нижней точки положения центра тяжести у = 2R, последний пройдет полдуги циклоиды, т.е. S = 4R. Таким образом, из (67) имеем
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Колесо в верхнем положении имеет потенциальную энергию

Еп = 2 mgR,
                                                                                           (69)
которая в нижнем положении перейдет в кинетическую энергию  Ек = 0,5mv2 + 0,5 Jo ω2,
где Jo — момент инерции колеса с космонавтом внутри. Если для простоты считать, что масса распределена равномерно внутри круга радиуса а, то Jo = 0,5ma2, благодаря чему вместо предыдущего равенства имеем
Ек = 0,5mv2 + 0,25 ma2 ω 2 = 1,5 mv2.                                        (70)

Уравнивая (69) и (70), находим
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а с учетом (68) вместо (71) имеем
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Поскольку скорость перемещения точки обода колеса вдвое больше скорости его центра тяжести v, то
ω =2v/a                                                                                                                             (73)
Решая совместно (72) и (73), находим связь между а и  Ω
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Зная величину ω, можно оценить ускорение от центробеж​ной силы, действующей на кисти рук и ступни ног
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а так же на голову
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С помощью выражений (68)-(76) нам совместно с космонав​том нетрудно сделать числовые оценки, приняв а = R = 1 м. По формуле (68) имеем Ω = 1,58. По формуле (74) находим ω = 7,3. С помощью (75) и (76) определяем величину ускорения, действу​ющего на конечности εк = 53 и голову εг = 40, и сравниваем ее с g. Как видим, все в норме. Замечательно, что полученные результаты не зависят от массы, т.е. наш тренажер не нужно переделывать после очередного похудения и располнения!
Отдохнув и поправив здоровье, ставший нам родным и близким «пожиратель пространства и времени» решил пофило​софствовать (это в-третьих). «Хорошо решать задачи, - подумал он (а философствовать нужно молча и желательно при этом думать!), — когда применима механика Ньютона: выскакивает какая-то сложность, ее почти всегда можно обойти, используя, например, законы сохранения. Каким замечательным под​спорьем является уравнение неразрывности в задачах гидроаэ​ромеханики, т.е. закон сохранения массы».
А в теории относительности от него уже приходится отказы​ваться, так как масса зависит от скорости
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и чтобы двигаться со скоростью света c, масса покоя mо должна равняться нулю.
Но масса движения m у фотона имеется и определяется его энергией
Е = mc2.
                                                                                                      (78)
Это с одной стороны, а с другой, фотон - не только частица, но и волна, энергия которой зависит от частоты v
Е =   hv.
                                                                                                                   (79)
Вследствие его двуликости имеем
m = hv/c2.
                                                     (80)
Если мы каким-то образом сообщим фотону дополнитель​ную энергию, то увеличим частоту v и, как следствие, массу. То, что закон сохранения массы мы потеряли, это не страшно: с помощью (78) он влился в закон сохранения энергии.
Итак,  фотон может двигаться  только со скоростью с и никакой больше! В противном случае он просто исчезнет, поскольку его масса и энергия в соответствии с (78) и (79) обратятся в нуль. Если же v = с, то масса фотона в соответствии с (78) есть неопределенность типа 0/0, раскрывая которую на основе закона сохранения энергии имеем (80). Прекрасно! Но тогда как же быть с законом Снеллиуса? Ведь там скорость v движения света в воздухе или в воде меньше с (и это эксперимен​тальный факт!)? Да, здесь нужно разобраться. А самое лучшее в таких случаях - это аналогия (следствие материального един​ства мира), например, с поездом, который выезжает из Киева и через 16 часок прибывает в Донецк, проходя около 700 км со средней скоростью движения 70 км/час. Стоп, куда же делись 6 часов? Ясно куда: поезд стоял на станциях. Практически то же происходит и с фотоном. Он движется только со скоростью с, но взаимодействуя с атомом и переводя его в возбужденное состо​яние, исчезает. Пока атом находится в возбужденном состоянии, фотона нет. Затем атом переходит в нормальное состояние, излучая, в принципе, другой фотон, который опять движется со скоростью с. Чем оптическая плотность вещества больше, тем больше актов взаимодействия, тем средняя скорость движения (средняя температура по госпиталю!) будет меньше, хотя ско​рость фотона в движении остается постоянной и равной с.
Как видим, даже бытовая аналогия (а сколько их в нашем арсенале!) оказывается полезной даже в таком тонком деле, как квантовая механика, которой механика Ньютона сдала свои полномочия при рассмотрении процессов микромира.
Вообще нужно четко понимать, что законы сохранения, сильно облегчающие нам жизнь, применимы только к изолиро​ванным системам, у которых отсутствует обмен энергией и информацией с окружающим миром, на которую не действуют внешние силы и моменты. Конечно, все в мире взаимосвязано и таких идеальных изолированных систем (консервативных сис​тем) попросту не существует (во всяком случае мы не можем их воспринимать), но в некоторых случаях многие системы прибли​женно могут считаться консервативными.
На основе закона сохранения энергии, не интегрируя слож​ных уравнений, можно выяснить, какова область возможных конфигураций консервативной системы. Действительно, напри​мер, для механической системы, поскольку кинетическая энергия Ек = 0,5mv2 ≥ 0, то при заданном значении полной энергии Е система может находиться только в таких состояниях, которые удовлетворяют условию EП ≤ E. На рис. 66 показан простейший случай, когда материальная точка совершает одно​мерное движение вдоль оси ох во внешнем стационарном потен​циальном поле. Потенциальная энергия является только фун​кцией х, т.е. Еп = Еп(х). При фиксированном значении Е точка может двигаться, оставаясь в одной из следующих трех облас​тей: х ≤ х: (область I), х2 ≤ х ≤ х3 (область III) и х ≥  х4 (область V). Они отделены друг от друга областями II и IV так называемых потенциальных барьеров aeb и cdd, в пределах которых матери​альная точка находиться не может. На границах потенциальных барьеров (в точках а, b, с и d) материальная точка изменяет направление своего движения на противоположное. В области I точка может неограниченно удаляться влево от границы с барьера, а в области V- вправо от границы d барьера. В области III материальная точка колеблется между b и с, находясь в так называемой потенциальной яме bfc.
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Рис. 66. Потенциальная кривая консервативной системы

Второй - из того же закона для вращательного движения 
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Поскольку для консервативной системы М= 0,

L = const.

Замечательно, что при переходе в микро- или мегамир, где механика Ньютона уже не работает, все три закона сохранения (энергии, импульса и момента импульса) остаются в силе, выражая глубинные симметрии пространства и времени. Так, закон сохранения энергии связан с однородностью времени, которая проявляется в том, что законы движения замкнутой системы (или системы, находящейся в стационарном внешнем поле) не зависят от выбора начала отсчета времени. Закон сохранения импульса обусловлен однородностью пространства, заключающейся в том, что физические свойства замкнутой системы не зависят от выбора положения начала координат инерциальной системы отсчета, т.е. не меняются при переносе в пространстве замкнутой системы как единого целого парал​лельно самой себе. И, наконец, закон сохранения момента импульса определяется изотропностью пространства, проявля​ющейся в том, что физические свойства замкнутой системы не изменяются при ее повороте в пространстве как целого на любой угол.
Это выдающееся открытие было сделано в 1918 г. (не случайно после создания общей теории относительности, где материя и формы ее существования рассматриваются неразрывно) немецким математиком Эмми Нетер - специалистом в области абстрактной алгебры, т.е. и математики (особенно женщины) могут делать физические открытия!
6. ДЕЛИКАТНЕЙШАЯ ИЗ ОБОЛОЧЕК
В этом разделе речь пойдет о биосфере - самой тонкой и ранимой оболочке Земли, к которой мы тоже имеем честь принадлежать. Нанося вред биосфере, мы подрываем истоки собственного существования. Поэтому любое наше действие, могущее ранить биосферу, должно быть предварительно изуче​но, оценены его последствия, что может быть выполнено только с помощью математического моделирования. Такие модели могут быть очень сложными, как, например, в задаче о «ядерной зиме». Но даже в таких случаях задача может быть существенно упрощена, если нас интересует не количественная, а качествен​ная оценка, полученная с помощью так называемой «качествен​ной теории» дифференциальных уравнений.
6.1.  ЧТО ТАКОЕ КАЧЕСТВЕННАЯ ТЕОРИЯ ДИФФУРОВ?
В инженерной практике часто приходится иметь дело с уравнением вида
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описывающим движение материальной точки массы m под действием силы f, зависящей как от положения х точки, так и от ее скорости dx/dt. В большинстве случаев решение (1) в замкнутой форме получить не удается, но особенности такого решения, представляющие, как правло, наибольший интерес, можно изучить методами качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений при небольших затратах времени. Сделаем это на примере уравнения (1), для чего введем обозначение у = dx/dt, тогда (1) запишется в виде системы уравнений первого порядка
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 EMBED Equation.3  [image: image384.wmf]).
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Если t рассматривать как параметр, то решением системы (2) является пара функций x(t) и y(t), определяющая на «фазовой плоскости» (х, у) некоторую кривую (фазовую траекторию), по характеру которой можно судить об особенностях решения (1).
Задачу полезно обобщить, рассматривая вместо (2) систему более общего вида
dx/dt = X(x,y);  dy/dt = Y(x, у).
                                                              (3)
Исключая t, получим уравнение фазовых траекторий
dy/dx = Y(x, у)  / Х(х, у) = F (х, у),
                                                   (4)
сплошь заполняющих плоскость (х, у). Для того, чтобы через заданную точку М(х, у), принадлежащую некоторой области D фазовой плоскости, проходила единственная фазовая траекто​рия, функция F(x, у) и ее частная производная Fy' должны быть непрерывными (теорема Коши). Исключение составляют так называемые особые точки, где нарушаются требования теоремы Коши, так как в них Y(xo, уо) = Х(хо, уо) = 0. Применительно к системе (2) особой точкой будет Мо(хо,0), где у = 0 и f(xo, 0) = 0. В этой точке как скорость dx/dt, так и ускорение dy/dt равны нулю,  т.е.  она является  точкой покоя системы.
Состояние равновесия системы характеризуется видом фазо​вых траекторий в окрестности особых точек и поэтому изучение типов последних представляет большой практический интерес. Основной вклад в решение этой проблемы внесли упоминавши​еся ранее Жуковский и Пуанкаре. Согласно терминологии, предложенной последним, особые точки подразделяются на узел, седло, фокус и центр (рис. 67).
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Рис. 67. Особые точки: узел (а), седло (б), фокус (в), центр (г)

Раскладывая в ряд Тейлора в окрестности особой точки Мо (хо, уо) функции Х(х, у) и У(х, у) и ограничиваясь линейными членами разложения, вместо (3) получим


[image: image386.wmf],

)

,

(

)

,

(

;

)

,

(

)

,

(

0

0

'

0

0

'

0

0

'

0

0

'

h

x

h

h

x

x

y

x

Y

y

x

Y

dt

d

y

x

X

y

x

X

dt

d

y

x

y

x

+

=

+

=

                                                                           (5)

где ξ = x - xo , ή = y - уо
Если матрица коэффициентов системы (5) невырожденная, т.е.
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то точка Мо(хо, уо) является изолированной особой точкой (в ее окрестности нет других особых точек). Пусть λ1 и λ2, — собственные значения матрицы коэффициентов, а для этого, как известно, они должны удовлетворять уравнению
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тогда, если:
1) λ1, и λ2 вещественны и одного знака, то Мо - узел;
2) λ1,и λ2 вещественны и разных знаков, то Мо - седло;
3) λ1, и λ2 невещественны и не чисто мнимы, то Мо - фокус;
4) λ1, и λ2 чисто мнимы, то особая точка - центр.
Заметим, что 1)-3) являются так называемыми «грубыми особыми точками», характер которых не меняется при малых возмущениях правых частей системы (3), а 4) - «деликатная особая точка», ее характер при этом меняется.
Проиллюстрируем сказанное на примере нелинейной систе​мы, описываемой уравнением
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 EMBED Equation.3  [image: image390.wmf]                                                                                                    (7)
от которого перейдем к эквивалентной системе уравнений
dx / dt = у,    dy / dt = - f(x)/m.
                                                (8)
Если  в  (8)  исключить  время  t,  то  получим уравнение траектории системы на фазовой плоскости

dy/dx= -F(x)/m
откуда, интегрируя, найдем
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или
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Нетрудно видеть, что 0,5my2 = 0,5m(dx / dt)2 – это кинетическая, а 
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 потенциальная энергия, т.е. уравнение (9) выражает закон сохранения энергии

0,5 my2 +V(x) =E = const,                                                                                           (10)
где Е – полная энергия системы. С другой стороны, (10) – это уравнение фазовых траекторий, которые можно легко построить, переписав (10) следующим образом
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Эти рассуждения применим к исследованию уравнения движения маятника в среде без сопротивления, рассмотренного в предыдущем разделе и имеющего вид
d2x / dt3 + ksinx = 0,
                                                                                                        (12)
где k>0. Эквивалентная (12) система запишется так
dx / dt = у, dy / dt = -ksinx.
                                                                                 (13)
Особыми точками здесь являются (0,0), (±π,0), (+2π,0), ..., а уравнение фазовых траекторий имеет вид
dy / dx =  -(ksiny) / у, откуда, разделяя переменные и интегрируя, получаем
0,5у2 + к(1 - cosx) = Е.
                                                                                       (14)
Потенциальная энергия здесь задается выражением
V(x) = к (1 - cos х).

Из(14) находим
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                                                                                      (15)

и с помощью (15) строим фазовый портрет рассматриваемого движения маятника (рис. 68), откуда видно, что при 0<Е<2k фазовые траектории оказываются замкнутыми (им соответству​ют периодические колебания). Если Е>2k, то фазовые траекто​рии оказываются незамкнутыми. Уравнение (12) в этом случае периодических решений не имеет. При Е = 2k получаем фазовую траекторию (сепаратрису), разделяющую два различ​ных движения: 1) внутри - периодические колебания маятника; 2) снаружи - вращение маятника. Особые точки (±πn, 0) при n = 0, 2, 4, ... - центр, при n = 1,3,5, ... - седло. Чем фазовая траектория лежит ближе к центру, тем она меньше отличается от окружности, соответствующей гармоническим колебаниям маятника.
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Рис.68. Фазовый портрет колебаний без трения
Что касается вращательного движения маятника, то для его осуществления система должна обладать таким запасом энер​гии, чтобы выполнялось условие равновесия сил тяжести G = mg и инерции N = mω2lsinα, имеющее вид N = Gtgα, откуда ω2 = g/lcosα. Так как ω = 2π/Т, где Т - время полного оборота маятника, а lcosα = h, то
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Таким образом, период оборота маятника выражается ана​логично периоду малых колебаний, при которых cosα≈l, h≈l. Это совпадение не случайно, а является следствием того, что оба вида движения маятника содержатся в (12), хотя об этом при исследовании колебательных его движений мы и не подозревали (рис. 69)
Посмотрим теперь, какое влияние на поведение фазовых траекторий оказывает линейное трение. В этом случае вместо (12) будем иметь
d2x / dt2 + с (dx/dt) + ksinx = 0, с>0, к>0.                                                                              (17)
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Рис. 69. Круговой маятник
Если трение мало, то возмож​ны затухающие колебания ма​ятника относительно положе​ния равновесия. При этом сед​ла остаются седлами (грубые особые точки), но центры заменяются фокусами (рис. 70). При большом трении колебания маятника отсутствуют. В этом случае седла также остаются седлами, а фокусы заменяются узлами (рис. 71).
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Рис.70. Фазовый портрет затухающий колебаний

Рис. 71. Фазовый портрет движения маятника при большом трении 

6.2.  ДИНАМИКА БИОЛОГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
Рассмотрим некое биологическое сообщество (допустим, бактерий), скорость роста численности которого пропорцио​нальна количеству x(t) существующих в момент времени t особей, а уменьшения численности произведению x(t)∙ y(t), где y(t) - количество вредностей, выделяемых этим сообществом. В свою очередь, скорость изменения y(t) пропорциональна x(t). Таким образом, имеем систему уравнений
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                                                                (18) – (19)

где k1, k2, k3 - соответствующие коэффициенты пропорцио​нальности.
Проанализируем эту систему, для чего аналогично предыду​щему разделим (18) на (19)
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и проинтегрируем полученное уравнение, учитывая, что при х = 0 у = 0 (нет особей, нет и вредностей). В результате имеем
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Как видим, зависимость х(у) (фазовый портрет) представля​ет собой квадратическую параболу (рис. 72), имеющую макси​мум при уо = K1/K2, равный
хm = K12/2k2,k3,
                                                                              (21)
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Рис. 72. Фазовый портрет популяции

и обращающуюся в нуль при ym = 2k1/k2. Таким образом, даже без воздействия внешних врагов, только за счет самоотравления  это  сообщество  обречено  на вымирание. Как избе​жать этого? Из (21) видно, что если k2 →0, то хm → ∞, а это зна​чит, что сообщество может развиваться безгранично, если количество вредностей не растет либо за счет нейтрализации их окружающей средой, либо за счет примене​ния сообществом безотходных технологий (это к бактериям уже не относится). Если желательно получить зависимость x(t), то из системы (18)-(19) следует исключить y(t), в результате чего получим
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                                                        (22)

Положив х’ = ρ, тогда (проверьте!) х’ = ρ (dp/dx) и вместо (22) имеем уравнение
dρ 2/dx - 2(р2/х) = - 2 k2k3х2,

решение которого имеет вид
ρ 2 = х2 (c1 - 2k2k3x).
Извлекая квадратный корень и интегрируя, получаем
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                                                           (23)
Так как гиперболический косинус достигает минимума при значении аргумента равном нулю (c1± t = 0), то при этом же значении аргумента x(t) достигает максимума
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Сравнивая (24) и (21), находим с1 = к12. Пусть в момент времени t = 0 число особей составляло х0 , тогда из (23) получаем
xo = xmch-2(klc2/2),
откуда
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Таким образом, окончательно имеем
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Рис.73. Зависимость численности популяции от времени

Вид кривой x(t) показан на рис. 73. Кривая эта симметрична, имеет две точки перегиба и асимптоту – ось абцисс (│t│→ ∞, x(t) →0).

Максимальная скорость численности сообщества достигается в точках перегиба, где (проверьте!)

xП = к12 /3k2k3                                                                                                       (26)

т.е. xm/ xП=3/2.

Предположим для удобства, что «перепись населения» попа​ла на максимум его численности, т.е. х0 = хm, тогда вместо (25) с учетом четности гиперболического косинуса имеем
x(t) = xmch-2 (кlt/2), 

а для точки перегиба (t = tn) получаем
xП/xm  = 2/3 = ch-2(кl tn/2). 
откуда
tn = l,32/kr.
Максимальная скорость изменения численности сообщества равна
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                                                            (27)
Законы биологии едины, но в отличие от бактерий люди могут изменить линию своего поведения. И если внять голосу разума и перейти на безотходные технологии, то k3 = 0, у (t) = k4 = const, благодаря чему вместо (18)-(19) имеем уравнение
x'(t) = (kl - k2k4)x(t) = кx(t),
                                            (28)
решение которого
x(t) = xoeKt
                                                                  (29)
совпадает с (1.2) при kл(t) = k (продолжаем считать, что перепись произведена в момент времени to = 0). Из (29) видно, что если не гадить, то принципиальных ограничений для такого сообщества нет.
Сравним (29) и (25). Данные демографии, вроде бы, подтвер​ждают справедливость (29), но человечество гадит весьма ин​тенсивно, так что должно выполняться (28). Неувязочка получается?! Нет, к сожалению, все правильно: при больших отрицательных t
ch(K1t/2) = 0,5-К1t/2,
так что вместо (25) имеем также экспоненту x(t)«4 х eK \
Следовательно, начальный период развития «вредного сооб​щества» практически не отличается от развития «безвредного сообщества», этот начальный период может растянуться за счет нейтрализации вредностей окружающей средой (мы этот про​цесс для простоты не учитывали), но все равно, рано или поздно, возможности окружающей среды и иммунная защита, которой нас снабдила природа, исчерпываются и кривая (25) все больше и больше уходит от экспоненты, а «вредное сообщество», достиг​нув максимума, начинает деградировать.
Интересно сравнить максимальную скорость изменения численности «вредного» и «безвредного» сообществ. Для этого продифференцируем (25) и подставим туда 

t п = 1,32 /к , в результате чего получим х'mах = 0,575 х п к1.  Аналогично для (29) имеем х'п = kхп. Так как k = k1- k2k4 < k1, то вполне возможно, что х'mах > х'п (все зависит от соотношения коэффициентов k1, k2, k4, которые у различных сообществ различны), т.е. в районе точки перегиба скорость роста «вредного сообщества» может быть больше, чем у «безвредного». Нечто подобное наблюдается демографами за последние 20-30 лет: человечество стало расти быстрее «старой экспоненты». Не значит ли это, что мы подошли к точке перегиба? И дальше откладывать наши пробле​мы уже нельзя!

6.3. ПО ОДЕЖКЕ ПРОТЯГИВАТЬ НОЖКИ
Выше мы рассмотрели популяцию, развивающуюся без ограничений, и показали, что если она не занимается самоотрав​лением, то ее развитие экспоненциально. Но это касается только людей, которые имеют потенциальную возможность расселить​ся по всей Вселенной. Что же касается остальных обитателей Земли, то их ресурсы ограничены и это сказывается на уравнении, описывающем изменение численности такой популяции (будем считать, что она «безвредна»).
В этом случае естественно предположить, что скорость роста популяции замедляется пропорционально числу столкновении особей, которое равно х(х - 1) (каждый может столкнуться со всеми остальными), вследствие чего имеем
dx / dt = kx - nx(x - 1) .
                                                                            (30)
Решение (30) выглядит так (проверьте!)

x/(n - х) = ce-(n+k)t,
где постоянную интегрирования c найдем из условия t = t0 , х = х0, откуда
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так что окончательно имеем
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где h = 1 + k/n.
Исследуем (31). Для этого продифференцируем (30)
х"=  nx'(h - 2х)
и рассмотрим три случая.
1) Пусть xo>h. Тогда первая производная х' = nx(h-x)<0, а вторая х">0, т.е. кривая x(t) вогнутая.
2) Пусть 0,5h<xo<h. В этом случае х’>0, х"<0, т.е. кривая x(t) выпуклая.
3) Пусть 0<xo<0,5h. В этом случае (убедитесь сами!) кривая х (t) имеет перегиб при х = 0,5h.
Кроме того, из (31) следует, что при t → ∞    х → h  , т.е. прямая х = h есть асимптота кривой x(t). Все три рассмотрен​ных случая показаны на рис. 74. Третий случай (0<x0 <0,5h) хорошо известен биологам, поскольку в большинстве случаев кривая x(t) имеет S – образный характер. Если численность популяции велика, то единицей по сравнению с x можно пренебречь и вместо (30) будем иметь уравнение х' = kx – nx2 , решение и анализ которого выполните самостоятельно. 
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Рис. 74. Динамика системы с ограничениями
6.4. ДРУЗЬЯ  И  ВРАГИ
Рассмотрим взаимодействие двух видов x(t) и y(t). Пусть вначале оба вида питаются одной пищей, но имеют различные характеристики воспроизводства и смертности. Число столкно​вений видов описывается функцией f(x, у). Тогда динамика их численности может быть описана системой уравнений
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Приводя систему (32) к виду
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и исключая f(x,y), находим

(ℓnyn1 / xn2)’ = k2n1- k1n2
откуда, интегрируя, получаем
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где хо = x(to), уо = y(to).
Если k2n1 - k1n2 > 0, т.е. к2/п9 > k2/ n2 (второй вид, описы​ваемый функцией y(t), больше приспособлен к окружающей среде), то при t → ∞, (уn1 / хn2) → ∞. Если мы рассматриваем модели с ограничениями, то у → const, отсюда х → 0, а это значит, что первый вид подавляется вторым. При достаточно большом t вместо системы (32) можно рассматривать уравнение
у' = k2y - n2yf(0,y),
которое при f(x,y) = х+у и х → 0 переходит в уравнение у' = к2у — п2у2, рассмотренное выше.
Если к2/n2 < к1n2, то при t → ∞, у → 0, следовательно, первый вид подавляет второй.
Если k2/n2 = k1/ n1, то уn1 / хn2 = у0n1/ х0n2, т.е. эволюции обоих видов подобны и их конкретный вид зависит от функции f(x, y).
Итак, с друзьями все ясно: дружить нужно лишь с равными! Теперь рассмотрим классическую модель Вольтерра о взаимодействии системы хищник y(t) и жертва x(t), описываемой уравнениями
x' =  к1 x - n1xy                                                                                                                                   (34)
у' = - к2y + n2ху,
                                                                                          (35)
исключая из которых ху, имеем
n2х' + n1у' = k1n2х - k2 n1y.
                                                                              (36)
Умножая (34) на k2, a (35) на k1 и складывая их, находим
k2(x'/x) + k1 (у'/y) = - k2 n1y + к1n2x,
                                                        (37)
Теперь решим совместно (36) и (37), в результате чего будем иметь
k2(x'/x) + k1 (у'/y) - n2х'  -   n1у' = 0,
                                                       (38)
откуда, интегрируя, получаем
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                                                                                                    (39)
Уравнение (39) на фазовой плоскости (х, у) описывает фазовые траектории, среди которых для ряда значений парамет​ра с имеются замкнутые кривые, соответствующие, как было показано выше, периодическим движениям. Чтобы убедиться в этом, введем новые переменные
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которые в соответствии с (39) связаны между собой линейно
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Исследуем функции ξ(х) и ή(у), для чего найдем их произ​водные
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Из полученных выражений следует, что ξ (х) убывает на интервале (0, k2/n2) и возрастает на интервале (к2/n2, ∞), достигая максимума в точке хо = k2/n2. Функция η(у) возрас​тает на интервале (0, k1/n1) и убывает на интервале (k1/n1, ∞), достигая максимума в точке  уо = k1/n1.
Построим графики этих функций, совместив на одном рисунке плоскости (ξ, η) и (х, у). Если константа в (39) равна c0 , то траектория вырождается в точку Мо (k2/ n2, k1/n1), которая, как следует из (34) и (35), является точкой положения равнове​сия (рис. 75). При численности одного из видов, равной равно​весному значению, другой вид имеет экстремальное (наиболь​шее или наименьшее) значение.
На рис. 76 показано примерное расположение графиков x(t) и y(t). Следует заметить, что реальное положение подтвеждает рассмотренную модель «хищник-жертва».
Воистину: «Спаси нас, Господи, от друзей, а от врагов я и сам как-нибудь спасусь!»
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Рис.75. Фазовый портрет системы «хищник-жертва»

Рис.76. Изменение числен​ности популяций в систе​ме «хищник-жертва»

6.5. ВДРУГ ОХОТНИК ВЫБЕГАЕТ
Еще раз вернемся к системе (34)-(35), переписав ее следую​щим образом

x’/x = k1- n1y, y’/y = - k2 + n2x                                                (42)

откуда
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Проинтегрировав (43) по периоду T , получаем (почему?)
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откуда приходим к «закону сохранения средних»
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смысл которого заключается в том, что средние числа особей в популяциях хищников и жертв не зависят от начальных усло​вий хо* = x(t) и y * = y(to).
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Рис.77. Изменение фазовой траектории в связи с отстрелом

Теперь предположим, что на сцене появляется благородный охотник, который отстреливает часть хищников. Что при этом будет происходить? А происходит следующее: уменьшение уо* означает переход на другую (меньшую) фазовуютраекторию (рис. 77), но это, согласно закону сохранения средних, не меняет среднего значения хо и уо, а приводит к уменьшению
амплитуды колебаний хищника и жертвы. Аналогично, если завести и выпустить в охотничьем хозяйстве некоторое количество голов жертв, то это означает переход на большую траекторию, амплитуда при этом будет увеличиваться, но средние значения численности обеих популяций останутся прежними.

Можно организовать отстрел животных и по другому, на​пример, пропорционально их численности. Тогда вместо (42) получаем
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т.е. по сравнению с (42) вместо k1 и k2 имеем k1 - m1, и k2+ m2,. А это равносильно тому, что для средних значений численности обеих популяций имеем следующие выражения (почему?)
хо = (k2+ m2 )/n2 , уо = (k1 - m1)/n1                                                                                  (46)
Будем считать, что интенсивность отстрела жертв ограничена так, что m1< k1 (в противном случае жертва в конце концов погибнет, а за ней погибнет и хищник). Из (46) видно, что при этом среднее число жертв возрастает, а хищников убывает (это составляет так называемый «закон изменения средних»).
Если истребляются только хищники (m1 = 0, m2 > 0), то среднее число хищников не изменяется, а жертв - увеличивает​ся. Если же истребляются только жертвы (m1 > 0, m2 = 0), то среднее число жертв не изменяется, а число хищников уменьша​ется. Исходя из этого и определяется разумная стратегия охоты.
6.6.  ПЛАКАЛА МАША, КАК ЛЕС ВЫРУБАЛИ
Почему так жалобно стонет падающее дерево? Наверное потому, что сильно напряжено, так как очень сильно изогнуто. А почему сильно изогнуто? Да потому, что как единое целое оно должно падать со скоростью Vy = ωxsinΘ, а падает под действием силы тяжести со скоростью Vy — gt2/2, которая от величины х (расстояние от точки вращения) не зависит. Разность скоростей приводит к разности перемещений, т.е. к сильному изгибу. Задача эта достаточно сложная из-за нелинейности уравнения изгиба (здесь нельзя пренебрегать величиной у' по сравнению с единицей в выражении для кривизны балки).
Однако ее можно решить очень просто, если не искать формы изогнутой оси, а ограничиться лишь поиском величины макси​мального изгибающего момента и соответствующего ей попереч​ного сечения балки. И в этом деле нам поможет аналогия с падающей кирпичной трубой (это зрелище мне довелось наблю​дать из окна школы). Так вот, труба при падении разломилась надвое с соотношением l/3 и 2l/3, где l - длина трубы. Естественно, что разлом произошел в сечении, где напряжения изгиба достигли максимума.
Пусть труба длиной l является однородным стержнем с моментом инерции Jo = рl3/3 = тl2/3, где m - ее масса, а р - линейная плотность, кг/м. Уравнение вращения трубы как единого целого (до разрыва) имеет вид
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В момент t = 0 произошел разрыв трубы на две части. Для нижней части аналогично предыдущему имеем
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                                                                       (48)
где F, M — перерезающая сила и момент в сечении разрыва х. Для верхней части, которая вращается вокруг центра тяжес​ти под действием F и М, имеем (рис. 78)
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Рис.78. Падение трубы
Складывая (48) и (49), получаем
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Используя (47), исключаем из (50) , в результате чего имеем (проверьте!)
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Аналогично для М получаем следующее выражение
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Нетрудно видеть, что М достигает максимума при х = 1/3, равного
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Зная Mmax, можно найти максимальное напряжение изгиба
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где W — момент сопротивления стержня. При σmax > σвр (σв р — временное сопротивление) происходит разрыв

M max > σвр∙ W   
откуда найдем критический угол поворота трубы
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Заметим, что использованные нами уравнения (47), (48), (49) совместны для единственного момента времени t = 0, когда и происходит разрыв трубы.
Сформулируйте, за счет чего получено упрощение в задаче.

6.7. КАК МЫ БОЛЕЕМ?
Время от времени по Земле прокатываются эпидемии грип​па, охватывающие не только целые города и области, но страны и даже континенты, унося миллионы жизней и переходя из эпидемии в пандемию. Где грань, когда эпидемия становится пандемией, как долго она будет продолжаться, сколько нужно лекарств и других средств, чтобы справиться с ней? Чтобы ответить на эти и другие вопросы, нужно уметь моделировать такие процессы.
Одну из простейших моделей теории эпидемий рассмотрим ниже, для простоты считая, что каждый выздоравливающий (смертельные случаи исключаем) приобретает иммунитет и повторно этой болезнью не болеет. Тогда достаточно большую совокупность людей численностью N = const можно разбить на три (а не две: здоровые и больные) группы. Первая из них - численностью s(t) в момент времени t — это здоровые, но восприимчивые к болезни люди. Вторая численностью I(t) - это заболевшие и являющиеся источником инфекции люди. И, наконец, третья группа R(t) включает выздоровевших людей, приобретших иммунитет к данной болезни.
Ключевым моментом построения математической модели заболевания является наличие порогового значения числа боль​ных I*, которое разделяет два характера протекания событий. При I ≤ I* всю массу больных удается изолировать, а при I > I* этого сделать не удается и больные распространяют заразу направо и налево. Поэтому случаи I ≤  I* и I > I* следует рассмотреть отдельно.
1) Случай I(t) ≤  I. В этом случае, так как все заболевшие изолируются, то скорость изменения числа здоровых людей равна нулю, а скорость изменения числа заболевших уменьша​ется пропорционально их числу
ds / dt = 0,  dI / dt = - βI,
                                                      (55)
где β - коэффициент выздоровления. К уравнениям (55) присо​единим начальные условия
R(0) = 0, I(0) = Iо,
                                                                             (56)
а также очевидное соотношение
R + S + I   = N = const.
                                            (57)
Так как ds/dt = 0, то S = N - Io = const. Из второго уравнения (55) имеем I = Iое-βt, а из (57) получаем
R(t) = N - S(t) - I(t) = Io(l - е-βt).
Полученные решения приведены на рис. 79, откуда видно, что хотя численность здоровых людей осталась постоянной, ее первоначальный состав менялся: здоровые люди заболевали, но их убыль восполнялась выздоравливающими. Число больных уменьшалось от Iо до нуля при t →∞, 
а число приобретших иммунитет увеличивалось от нуля до Iо при  t →∞.
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Рис. 79. Течение эпидемии при Iо < I*
2) Случай I(t)>I*. В этом случае вместо (55) имеем систему уравнений
ds / dt = -αS, dI / dt = αS - βI,   dR / dt = βI,
                    (58)
где α и β — коэффициенты заболевания и выздоровления. Для простоты принимаем α = β. Интервал времени (0, ∞ ) следует разбить на два подынтервала 0 ≤ t < Т, когда I(t)> I*, и Т ≤ t < ∞  , когда I(t) ≤I*.
Для подынтервала 0 ≤ t < Т из первого уравнения (58) имеем выражение
S = S(O)e-αt,
                                                                                                 (59)
которое подставляем во второе уравнение (58)
(dI/dt) + αI = αS(0)e-αt, 

откуда
I(t) = Се-αt  + t αS(0)e-αt.
При t = 0 имеем С = I(0) = I0 , благодаря чему получаем (0 ≤ t < Т)
I(t) = (I0+ αS(0)t)e-αt.
                                                                                 (60)
 Далее, найдем Т и tmax , при котором I = I max . Из (60) при t = Т имеем I = I*, откуда
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Из (59) имеем 
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Подставляя (62) в (61), находим
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откуда можно определить S(∞), а затем с помощью (62) и величину Т.
Из (60), полагая dI / dt = 0, получаем выражение
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подставляя которое в (60), находим
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т.е. в момент tmax число воспри​имчивых к болезни людей со​впадает с числом заболевших. При t >T восприимчивые люди уже не становятся инфициро​ванными, так как при I ≤ I* заболевших удается изолиро​вать, и


[image: image445.wmf])

(

)

(

T

t

e

I

t

I

-

-

*

=

a


На рис. 80 показано реше​ние задачи при I(t)>I*.
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Рис. 80. Течение эпидемии при I0 > I*
7. В ПОИСКАХ НООСФЕРЫ
О том, что планета Земля состоит из множества оболочек, знали уже древние греки, выделяя литосферу, гидросферу и атмосферу. В XX веке наш соотечественник В.И.Вернадский развил учение о биосфере как об активной оболочке Земли, в которой совокупная деятельность всех живых организмов про​является как геохимический фактор планетарного масштаба. Тогда же была открыта еще одна, не столь очевидная, оболочка — ноосфера (от греческого «ноос» - разум). Замечательно, что это сделали независимо друг от друга материалист Вернадский и идеалист Тейяр де Шарден.
Сверхосторожный Философский словарь 1987 г. издания трактует это понятие как область планеты, охваченную разум​ной деятельностью человечества. Но это, так сказать, минималь​ная оценка. Есть и другие интерпретации этого понятия. Соглас​но одной из них, Земля - это не просто живое, но мыслящее существо, а мы, люди, представляем собой подвижные клетки ее мозга, каждая из которых понятия не имеет о мыслях и чувствах, наполняющих ее разум подобно тому, как нейроны нашего мозга не прочитывают наши мысли.
К такой идее можно прийти, рассматривая, например, му​равья. Действительно, если отделить его от семьи и бросить на произвол судьбы, то более жалкого и никчемного существа трудно себе представить. Но муравей в составе семьи - это удивительно активный и целенаправленный субъект. Создается впечатление, что муравейник - это один организм, наделенный недюжинным интеллектом, а муравьи - его подвижные клетки. Так же и мы - подвижные клетки, объединенные единым сверхразумом - ноосферой, участвующие в мыслительных про​цессах космического масштаба и получающие его поддержку в наших трудах в виде внезапных озарений. Существуют и более радикальные взгляды, но мы не будем на них останавливаться, а обратимся к ноосфере как поиску разумных, а еще лучше - оптимальных решений!
7.1.  РЫБКА ИЩЕТ,  ГДЕ ГЛУБЖЕ. А ЧЕЛОВЕК?
А человек, где лучше! Во всяком случае так утверждает поговорка, имея в виду, что человек только тем и занимается что решает задачи на экстремум. Очень математическая поговорка!
А чем характерна точка экстремума? Тем, что в ее окрестнос​ти приращение функции Af знака не меняет, если меняется знак приращения аргумента  ∆х (почему?). Поскольку   ∆f ≈ df  = f'(х0) ∆х, то это возможно, если
f'(x0) = 0
                                                                                 (1)
и знак f' (х) при переходе через хо изменяется. Аналогично и в случае функции нескольких переменных. Например, для z = f(x, у) имеем
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откуда
df/дх = 0,    df/ду = 0,
                                                            (2)
но знак у частных производных f'x и f'y. должен меняться согласованно.
В последнем случае на независимые переменные х и у может быть наложена дополнительная связь, например, φ(х,у) = 0. Тогда возникает задача о поиске условного экстремума, т.е. экстремума функции f(x,y) с учетом дополнительной связи. Оказывается, ив этом случае можно воспользоваться условием (2), но применительно к вспомогательной функции
F(x,y) = f(x,y) + λφ(х,у),
                                                                  (3)
где   λ - множитель Лагранжа, т.е.
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                                                         (4)
В этом случае, решая систему (4), находят неизвестное значение λ и координаты точки экстремума хо и уо. Наличие λ в (3) естественно, так как, в принципе, f и φ могут иметь различную физическую размерность. А поскольку «в одну телегу впрячь не можно коня и трепетную лань», то и необходим компенсатор λ.
Многие встречающиеся в инженерной практике величины выражаются, как известно, с помощью интеграла (площадь, объемм, масса, работа и т.д.) например, такого вида     
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принимающего различные численные значения в зависимости от вида функции у(х). Естественно, возникает задача о нахож​дении функции у(х), обеспечивающей экстремум функционалу (5), совершенно аналогичная предыдущей.
Действительно, и здесь при изменении знака вариации δу кривой у(х) приращение функционала ∆I должно не менять своего знака в окрестности экстремума, а следовательно, не должна менять знака и линейная часть приращения - вариация функционала (аналог дифференциала функции) δI
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Как и раньше, это возможно, если
δI = 0                                                                                               (6)
откуда (с учетом предыдущего равенства) имеем необходимое условие экстремума функционала
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или в развернутом виде
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                                  (8)
Обыкновенное дифференциальное уравнение второго поряд​ка (8) носит славные имена Эйлера и Лагранжа и в четырех случаях допускает понижение порядка на единицу.
1) В случае F(x,y), вместо (8) имеем
дF/ ду = 0.
                                                                               (9)
2) В случае F(x, у'), вместо (8) имеем
дF/ ду' = const.
                                                                   (10)
3) В случае F(y,y'), вместо (8) имеем
F - у'(дF/ду') = С1 = const.
                                             (11)

4) В случае F = А(х,у) + В(х,у) у', вместо (8) имеем
(∂А/0у) - (∂В/дх) = 0                                               (12)
Уравнение (7) легко обобщается  на функционалы более сложного вида. Так, если
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то вместо (7) имеем
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Если
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то
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Если
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где для краткости обозначено p = дz/дx и q = дz/ду.
Аналогия между функцией и функционалом (соответствен​но, между дифференциалом и вариацией) настолько полная, что методы теории экстремума функции переносятся и на экстремум функционала. В частности, если необходимо найти экстремум функционала (5) с учетом дополнительной связи

[image: image459.wmf]const

l

dx

y

y

x

b

a

i

=

=

F

ò

)

,

,

(

'

                                                                                                           (16)
то аналогично предыдущему вводят вспомогательную функцию
F* = F(х,у,у') + λФ (х,у,у')
                                                                                        (17)
и применяют к ней уравнение Эйлера-Лагранжа. Если имеется несколько условий
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то вспомогательная функция берется в виде
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Дополнительные связи могут иметь не интегральный (16),а конечный
Н(х,у1,у2) = h(x)
                                                                                                     (20)
или дифференциальный вид,
H(х, у1,y'1,у2,у'2) = h(x) ,
                                                                                        (21)
в этих случаях также вводится вспомогательная функция,
F* = F + г(х) . Н,
                                                                                                  (22)
где г(х) - функциональный множитель Лагранжа (неварьируемая функция). Если же кроме того имеются и интегральные связи типа (18), то к левой части (22) добавляется 
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 затем к функции F* применяется уравнение Эйлера.
7.2. ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ
Начало Вариационному исчислению положила сформулиро​ванная Иоганном Бернулли в 1696 году задача о брахистохроне (кривой наискорейшего спуска) и решенная самим автором задачи, его братом Якобом, Ньютоном, Лейбницем и Лопиталем (не​плохая компания собралась!). В этой задаче ищется форма пути у(х), по которому должна дви​гаться под действием силы тяготения материальная точка массы без начальной скорости и трения из заданной точки А в заданную точку В (рис. 81), чтобы необходимое для этого время было бы минимальным.
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Рис. 81. Движение по брахистохроне

Предположим, что искомый путь у(х) известен, тогда вслед​ствие закона сохранения энергии имеем mg(a - у) = mv2/2,
откуда
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то есть 
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интегрируя, окончательно имеем
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Итак, нам необходимо найти функцию у(х), минимизирую​щую (23), с учетом граничных условий: у(0) = а; у(b) = 0.
Поскольку функционал (23) не содержит явно х, то уравне​ние Эйлера имеет вид (11), благодаря чему находим (проверьте!)
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откуда
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Интегрирование этого уравнения достаточно сложно, одна​ко оно существенно упрощается, если ввести подстановку
a - у = (1 - cost) / 2С12, тогда


[image: image470.wmf],

)

cos

1

(

2

1

,

2

sin

2

1

2

1

dt

t

C

dx

dt

C

t

dy

-

±

=

=


откуда, интегрируя, находим уравнение циклоиды
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(24) 
Постоянные Сх   и С2 определяем (самостоятельно!) с помощью приведенных выше граничных условий.
Как видим, циклоида, кроме перечисленных выше интерес​ных свойств, к тому же является и брахистохроной.
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Рис. 82. Форма равновесия мыльной пленки

В   качестве   второй рассмотрим задачу о форме равновесия мыль​ной пленки, натянутой на два колечка, наса​женных на общую ось (рис. 82). Для простоты будем считать колечки одинаковыми. Если пре​небречь весом пленки, то из теории поверхнос​тного натяжения следу​ет, что пленка займет такое положение, чтобы площадь ее поверхности была минимальной. Из соображений симметрии следует, что последняя должна быть поверхностью вращения с образующей у(х).Тогда математически задача све​дется к минимизации функционала
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равного площади поверхности вращения, при граничных условиях
у(-о) = у(о) = R.
Как видим, этот функционал также не содержит явно х, а потому уравнение Эйлера допускает понижение порядка, благо​даря чему имеем
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Интегрирование этого уравнения дает (проверьте!)
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причем из соображений симметрии следует, что С2 = 0. Уравне​ние (26) описывает «цепную линию», соответствующая которой поверхность вращения называется катеноидом.
В качестве третьей исторической задачи рассмотрим задачу Дидо. Рассказывают, что царица одного из многочисленных государств Древней Греции была вынуждена бежать в Северную Африку от преследований соседнего царя (явного неджентльме​на) и просить у аборигенов кусок земли, который, по ее словам, молено охватить шкурой вола. Удивились приютившие ее люди столь мизерной просьбе, но удивление их стало еще большим, когда, разрезав шкуру на тончайшие ремешки и связав их в длинную бечевку, Дидо отхватила огромный кусок территории, примыкающей к берегу моря. Так был основан Карфаген.
Оставляя в стороне моральную сторону вопроса, сформули​руем простейший вариант задачи (рис. 83). Поскольку площадь земельного участка равна
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то нужно найти форму бечевки у(х)длиной
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обеспечивающую максимум S при граничных условиях y(a) = y(b) =0.
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Рис. 83. Задача Дидо.

Как видим, задача Дидо – не условный экстремум функционала. Поэтому вводим вспомогательную функцию
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которая, к счастью, опять не зависит от х, благодаря чему уравнение Эйлера имеет вид
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Разрешая его относительно у' и интегрируя, находим, что искомая линия - это дуга окружности с радиусом R = λ, а именно
(х – С2)2 + (у – С1)2 = λ2 ,
где C1 и С2 — координаты центра окружности (рис. 84). С помощью рис. 84 имеем
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Длина дуги окружности (длина бечевки Дидо) равна
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Из последнего трансцендентного уравнения определяется вели​чина X, после чего находятся величины С: и С2.
Как видим, все это - дела давно минувших дней. А вот задача поновей! И решил ее ученик Жуковского академик Чаплыгин. В ней речь идет об облете по искомому контуру L, охватывающему наибольшую площадь S за фиксированное время Т с постоянной по модулю скоростью самолета V (относительно воздуха) при ветре с постоянной скоростью U, направленной вдоль оси ординат (рис. 85).
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Рис. 84. Определение параметров в задаче Дидо
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Рис. 85. Задача С.А. Чаплыгина

Пусть искомый контур L описывается уравнениями X = x(t) и у = y(t). Площадь облета можно представить следующим образом
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Величины V   и U связаны очевидным выражением
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Кроме того, потребуем, чтобы искомый контур L проходил через заданную точку Мо(хо, чо), вследствие чего имеем
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Согласно предыдущему для решения задачи вводим вспомо​гательную функцию
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и применяем к ней уравнения  (14),  вследствие чего имеем систему уравнений 
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интегрирование которых дает
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Переносом осей можно добиться С1 = С2 = 0. Исключая r(t) из (33), получим
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Вводя полярные координаты х = рсоsφ, у = psinφ и интегрируя, находим (проверьте!)
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При U/V < 1 - это уравнение эллипса.

7.3. ПРИНЦИПЫ - ЭТО ХОРОШО, А ВАРИАЦИОННЫЕ - ТЕМ БОЛЕЕ!
Одним из  первых в науке был  вариационный принцип Ферма в оптике, согласно которому из всех возможных путей, соединяющих две заданные точки А и В, свет выбирает такой, который он преодолевает за минимальное время. Так как скорость движения света в прозрачной среде равна с/n, где с - скорость света в вакууме, n - показатель преломления среды, зависящий от свойств последней и длины световой волны, то время преодоления элемента пути равно dt = (n/c)dl, откуда время движения света от точки А к точке В выражается криволинейным интегралом
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                                                                                                                                             (35)
Форма кривой L, соединяющей точки А и В, определяется минимумом функционала (35). В оптически однородной среде (n = const) - это прямая, что и было нами использовано при получении закона Снеллиуса для преломления света на границе двух однородных сред.
Следующим вариационным принципом явился принцип минимума потенциальной энергии в задачах равновесия систе​мы. Мы его слегка коснулись, рассматривая задачу о равновесии мыльной пленки. Сейчас рассмотрим весьма близкую к ней задачу о форме равновесия мембраны, потенциальная энергия которой состоит из двух составляющих.
Во-первых, это смещение мембраны в поле тяготения
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где р - поверхностная плотность ее материала, кг/м2. Во-вторых, это энергия, затраченная на натяжение мембраны на контур L, охватывающий область D, с постоянной удельной силой Т и обусловленная увеличением площади мембраны по сравнению с площадью области D.
Как известно, увеличение площади поверхности мембраны равно
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Тогда работа при ее растяжении, равная второй составляющей потенциальной энергии мембраны, составляет
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Таким образом, полная потенциальная энергия равна
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Необходимо найти форму мембраны z(x,y), доставляющую минимум функционалу (36).

Применяя к (36) уравнение Эйлера (15), получаем
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откуда находим уравнение Пуассона, описывающее прогиб мембраны под действием силы тяжести,
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Заметим, что приведенный вывод уравнения (37) является рекордно простым за счет использования вариационного при​нципа минимума потенциальной энергии.
Успех применения этого принципа к задачам статики побу​дил к поискам аналогичного принципа для задач динамики. И в конечном итоге такой принцип был выдвинут французским механиком Пьером Мопертюи (1698-1759), согласно которому движение системы происходит таким образом, что функционал
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называемый действием (отсюда название принципа), достигает минимума. Здесь L есть разность кинетической и потенциальной энергии системы. Несмотря на то, что с помощью этого принци​па был решен широкий круг задач, ученые встретили его довольно прохладно из-за попыток автора обосновать его теоло​гическим путем.
Научное обоснование этого принципа дал Лагранж и его рассуждения, которые для нас представляют наибольший инте​рес, примерно сводятся к следующему. Пусть частица массой m движется вдоль оси х под действием силы с потенциалом U(x), тогда уравнение ее движения будет иметь вид
md2x/dt = - dU/dx.
Вводя обозначение dx/dt = х, перепишем это выражение следующим образом
dU/dx + d(mx)/dt = 0

или
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                                                                                                  (39)

Уравнение (39) по форме напоминает уравнение Эйлера, которое в случае искомой функции x(t) имеет вид
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Но в обоих членах (40) дифференцируется одна и та же функция, а в (39) разные, поэтому преобразуем (39) так, чтобы под знаками производных были одинаковые функции (типично инженерный подход!)
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                       (41)

Теперь нетрудно видеть, что уравнению Эйлера (41) соответству​ет функционал
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Так как первый член подынтегральной функции (42) равен кинетической энергии системы Т = тх2/2, а второй - ее потенциальной энергии U(x), то мы пришли к функционалу (38), т.е. обосновали принцип Мопертюи, не прибегая к божес​твенному промыслу.
Применим принцип наименьшего действия к выводу урав​нения колебаний натянутой мембраны, для чего заметим, что кинетическая энергия элемента ds = dxdy мембраны равна 0,5 p(∂z/∂t)2dxdy, а для всей мембраны составляет
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Согласно предыдущему ее потенциальная энергия выража​ется следующим образом
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тогда для функции Лагранжа имеем следующее выражение
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анализ которого показывает, что вторым членом подынтеграчь-ной функции можно пренебречь (обоснуйте это!), благодаря чему имеем
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 EMBED Equation.3  [image: image508.wmf]
Тогда выражение для действия принимает вид
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применяя к которому уравнение Эйлера по трем независимым переменным, получим уравнение колебаний мембраны
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или
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                                                                                        (43)
где    
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- скорость распространения возмущения по мембране.
Заметим, что вывод (43) с помощью принципа наименьшего действия является рекордно простым, т.е. вариационные при​нципы являются теми самыми «элементами изобретения», позволяющими резко упростить ситуацию. Заметим, что с помощью вариационных принципов можно вывести уравнение любого процесса, т.е. любой процесс протекает таким образом, что при этом некоторый функционал, соответствующий этому процессу, принимает экстремальное значение.
7.4.  ГЛАДКО БЫЛО НА БУМАГЕ
Выше мы рассмотрели примеры, когда целевая функция или функционал имеют аналитическое выражение и необходи​мое число производных. Но бывают случаи, когда для целевой функции формулы нет, а имеется лишь возможность определить (с помощью сложных расчетов или экспериментальным путем) ее значения в некоторой области. В таких задачах мы можем найти значения целевой функции лишь в конечном числе точек области и по этой информации приближенно оценить ее экстре​мальные значения.
Положение усугубляется в многомерном случае, причем сложности растут с увеличением числа переменных катастрофи​чески, давая основания говорить прикладникам о «проклятии размерности». Например, если мы рассматриваем простенькую химическую реакцию двух веществ, то ее скорость зависит от температуры, давления, концентрации этих веществ и концен​трации катализатора, т.е. по меньшей мере от пяти факторов. Если заданную область по каждой координате разбить на 100 частей, то общее число узлов составит 1015 = 1,05∙1010. Пусть вычисление значения функции в одной точке требует 103 ариф​метических операций (очень скромная оценка), т.е. всего полу​чается число порядка 1013. Если мы используем ЭВМ с быстро​действием 108 операций в секунду, то для поиска экстремума нам понадобится 105 секунд, т.е. более суток. Добавление всего одной переменой увеличит сроки вычислений в 100 раз.
Проведенная оценка показывает что для не очень больших задач оптимизации метод сплошного перебора не годится. Иног​да сплошной перебор заменяют случайным поиском, при кото​ром точки сетки просчитываются не подряд, а в случайном порядке (метод Монте-Карло), благодаря чему поиск экстремума существенно ускоряется, но теряет надежность. Поэтому более целесообразными являются методы направленного поиска, при которых сокращение объема вычислений не сопровождается уменьшением надежности.
Одним из таких методов является метод покоординатного спуска (если речь идет об отыскании минимума) для целевой функции u = f(M), где M(x1, х2, ..., хn). Выберем некоторую начальную точку Мо (х10, ..., хnо) и рассмотрим функцию f при фиксированных значениях всех переменных, кроме первой: f(x1, x20, ..., хnо). Тогда она превратится в функцию одной переменной x1. Изменяя x1, будем двигаться от начальной точки в сторону убывания функции, пока не дойдем до ее минимума при х11, после которого она начинает возрастать. Точку с координатами х11, х20, ..., хnо обозначим через М1, при этом f(Mo) > f(M1).
Теперь фиксируем x1 = x11, х3 = х30, ..., хпо и рассматриваем f как функцию одной переменной х2, изменяем которую до тех пор, пока не дойдем до минимума при х2 = х21. Полученную точку обозначим М2. Проведем такую же минимизацию f по остальным переменным х3, ..., хn. Дойдя до конца, снова вернемся  к переменной  x1  и  продолжим процесс,   получим последовательность точек Мо, М1, М2, ..., которой соответствует монотонная последовательность значений функции f(Мо) > f(Мл) > f(М2) >... Обрывая ее на к шаге, приближенно принимаем значение функции f(MК) за ее наименьшее значение в рассматриваемой области. Рис. 86 иллюстрирует этот метод применительно к функции двух переменых f(x,y).
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Рис. 86. Поиск наименьшего значения функции методом градиентного спуска

Направления, параллельные координатным осям, по кото​рым мы двигались в предыдущем методе, как правило, не являются направлениями наиболее быстрого убывания функции (напомним, что для определенности мы ищем минимум), поскольку таким направлением является на​правление антиградиента (или градиента, если мы ищем максимум). Это учитывает метод градиентного спуска. Напомним, что гра​диентом называется вектор, направленный   в   сторону наибыстрейшего возраста​ния функции (обратное на​правление называется антиградиентным) и по модулю равный максимальной скорости ее изменения в данной точке. Напри​мер, для функции двух переменных f(x,y) градиент равен
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Теперь выберем начальную точку, вычислим в ней градиент и сделаем небольшой шаг в градиентном (для максимума) или антиградиентном (для минимума) направлении. В результате мы придем в точку, в которой значение f будет меньше перво​начального. В новой точке повторим процедуру и получим новую точку. Продолжая этот процесс, будем двигаться в сторону экстремума. Нетрудно видеть (рис. 87), что движение к экстремуму получается быстрее, чем в предыдущем случае. Однако здесь нужно вычислять градиент, что несколько слож​нее, чем вычисление функции.
Можно скомбинировать оба метода, в результате чего полу​чим метод наибыстрейшего спуска (рис. 88), согласно которому после вычисления в начальной точке градиента делают в этом направлении не один маленький шаг, а двигаются до тех пор, пока функция изменяется монотонно. Достигнув экстремума на выбранном направлении, вычисляют градиент и повторяют ту же процедуру. Хотя траектория при этом оказывается длиннее, чем при градиентном спуске, объем начислений получается меньшим.
[image: image515.jpg]



[image: image516.jpg]



Рис. 87. Поиск наименьшего значения функции методом градиентного спуска

Рис. 88. Поиск наименьшего значения функции методом наибыстрейшего спуска

Все три метода работают хорошо, пока не дойдет дело до оврага. Здесь линии уровня сильно вытянуты в одном и сплю​щены в другом направлении, а ось часто изогнута. С помощью градиентного спуска, например, мы довольно быстро достигнем дна оврага, но из-за конечности шагов проскочим его и окалсемся на противоположном склоне. Вычислив там градиент функции, должны будем развернуться почти на 180° и, сделав шаг, окажемся уже на другом склоне, опять проскочив дно. Продол​жая отот процесс, будем прыгать с одной стенки на другую вместо того, чтобы двигаться по дну оврага в нужную сторону.
Для борьбы с оврагами разработан ряд специальных при​емов. Один из них сводится к следующему. Из двух близких точек совершают градиентный спуск (для минимума) на дно оврага. Потом соединяют прямой найденные точки и делают вдоль нее большой шаг. Из полученной точки снова спускаются на дно оврага и делают второй «овражий» шаг. В результате двигаясь достаточно быстро  вдоль оврага,  приближаются  к экстремуму (рис. 89).
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Рис. 89. Поиск наименьшего значения функции в случае «оврага»

Аналогичные трудности возникают и в вариационном ис​числении, когда решение уравнения Эйлера затруднено. В таких случаях более эффективными оказываются так называемые прямые методы, суть которых заключается в том, что систе​ма с бесконечным числом сте​пеней свободы заменяется на систему с конечным их чис​лом, благодаря чему необходимость решения уравнения Эйлера отпадает. Одним из первых и наиболее эффектив​ных методов такого рода является метод Вальтера Ритца (1878-1909), теоретическое обоснование которому дал Николай Митрофанович Крылов в 1918 г.
Согласно этому методу искомая функция представляется в виде
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и подбирается так, чтобы она удовлетворяла граничным услови​ям задачи при любых Cl , C2, ..., Сп, а сами эти параметры определяются из необходимого условия экстремума соответствующего функционала.
Например, необходимо найти приближенное значение у(х), дающее минимум функционалу
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при граничных условиях

у(0) = 0, у(1) - 1.
Приближенное решение будем искать в простейшем виде, содержащем всего один параметр
у = х + Сх(1 - х)
                                                                                                 (47)
и удовлетворяющем условиям (46).
Подставляем (47) в (45)
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дифференцируем полученное выражение по С

[image: image521.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image522.wmf][

]

dx

x

x

Cx

x

x

x

C

x

dC

dI

ò

+

-

+

-

+

+

-

+

-

=

)

2

1

(

)

1

(

)

4

1

(

)

2

1

(

2

/

2

2

2

2


и интегрируем его, в результате чего имеем
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Приравнивая последнее выражение к нулю, находим С = 5/22, т.е. функция (47) в этом случае имеет вид
у = (27/22)х - (5/22)х2.
                                                                             (48)
В данном случае нетрудно получить точное значение у(х), которое (проверьте!) выглядит так
у = Аех + Ве-х.
Используя (46), имеем
у = (еx - е -х)/(е – е-1).
(49)
В таблице дано сравнение точного и приближенного реше​ния рассматриваемой задачи, откуда видно, что даже грубое приближение (47) дает вполне приемлемый для инженерной практики результат (ошибка расчета не превышает 4 %).
	Значения функции
	Значение аргумента

	
	0
	0,2
	0,5
	0,6
	0,8
	1

	По формуле (49)
	0
	0,171
	0,350
	0,542
	0,754
	1

	По формуле (47)
	0
	0,164
	0,346
	0,546
	0,764
	1

	Ошибка в %
	0
	-4,1
	-1,1
	0,7
	1,3
	0


Если взять искомую функцию в виде
у = x+C1x(1- х) + С2х2(1 - х),
                                                                             (50)
то, действуя аналогичным образом, найдем С1 = -69/473; С2 = -7/43. В этом случае ошибка не превышает 0,3 % (проверьте!).  

7.5.  ЗА ЧТО ДАЮТСЯ НОБЕЛЕВСКИЕ ПРЕМИИ?
Представим себя в роли директора малого предприятия, занятого выпуском стульев двух типов. На изготовление стула одного типа, стоящего 8К крб. (К - коэффициент, учитывающий инфляцию), расходуется 2 м досок, 0,5 м2 ткани и 2 человеко-часа рабочего времени. Аналогично, для стула второго типа имеем: 12К крб., 4 м, 0,25 м2, 2,5 человеко-часа. Предположим, что паше предприятие располагает 440 м досок, 65 м2 ткани, 320 че​ловеко-часами рабочего времени. Какие стулья и в каком количестве нужно выпускать, чтобы стоимость продукции была максимальной?
Пусть х1 и х, - число стульев первого и второго типов. Ограниченный запас сырья и ресурсов означает, что х1 и х2 должны удовлетворять неравенствам
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                                                                                                     (51)

кроме того, по смыслу задачи
х1 ≥0,    х2≥ 0.
                                                                                                         (52)

Стоимость продукции очевидно равна
f(х1, х2) = (8х1 + 12x2)K.
                                                                                               (53)
Итак, нам нужно найти х1 и х2, обеспечивающие максимум целевой функции (53) и удовлетворяющие неравенствам (51) и (52).
Сформулированная задача - это типичная задача линейного программирования, начало которому положили работы 1939-1940 гг. нашего соотечественника академика Л.В.Канторовича, за что в 1975 г. он был удостоен Нобелевской премии по экономике (по математике эта премия не присуждается). Анало​гичные задачи возникают в других видах человеческой деятель​ности. Для ее анализа введем на поскости декартову систему координат х1, x2.
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Рис. 90. Определение оптимального плана производства стульев

Проведем на плоскости прямую 2х1 + 4х2 = 440, тогда полуплоскость, лежащая ниже этой прямой, соответствует первому неравенству (51). Нетрудно видеть, что неравенствам (51) и (52) соответствует пятиугольник OM1M2M3M4 (рис. 90). Любая точка Р с целочисленными ко​ординатами (х1, х2), принадле​жащая этому пятиугольнику, определяет план выпуска стуль​ев, который может быть выпол​нен при имеющихся запасах сырья и трудовых ресурсов.
Теперь рассмотрим на плос​кости х1, х2 линии уровня це​левой функции (53)
k(8 х1 + 12x2) = С.                                                                    (54)
Уравнение (54) описывает семейство прямых, параллельных прямой 8х1+12х2 = 0. При параллельном переносе этой прямой вправо-вверх параметр С возрастает. Нетрудно видеть, что (см.рис. 90) наибольшее значение С/к = 1440 достигается в вершине пятиугольника М2, лежащей на пересечении прямых 2х1 + 4х2 = 440; 2х1+2,5х2, = 320. Это означает полный расход досок и трудовых ресурсов. Но точка М2 не принадлежит прямой 0,5x1+0,25x2 = 65, так что второе условие (51), связанное с ограниченным запасом ткани, имеет в ней форму неравенства 50 < 65, т.е. 15 м ткани окажутся неизрасходованными.
В общем виде задача линейного программирования форму​лируется так: найти значения неотрицательных переменных х1, х2, ..., xn, обеспечивающие экстремум целевой функции
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при выполнении ограничений
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Одним из основных методов решения задач линейного программирования является симплекс-метод, геометрическая идея которого состоит в следующем. Допустимое множество (56) представляет собой многомерный выпуклый многогранник. Если задача имеет решение, то существует вершина М* многог​ранного множества, являющаяся так называемым оптимальным планом. Симплекс-метод состоит в направленном переборе вершин, при котором значение целевой функции (55), представ​ляющей собой гиперплоскость, возрастает от вершины к верши​не. Каждой вершине соответствует система уравнений, выбира​емая специальным образом из системы неравенств (56), поэтому вычислительная процедура симплекс-метода состоит в последо​вательном решении систем линейных алгебраических уравне​ний, что обычно выполняется с помощью ЭВМ.

7.6.  ЗАЙМЕМСЯ  ИССЛЕДОВАНИЕМ ОПЕРАЦИЙ
Рассмотренные выше методы оптимизации составляют ос​нову научного направления, получившего название исследова​ния операций, под которым понимают изучение вопросов выбора решений по организации и управлению целенаправленными процессами (операциями). Первыми освоили эту область воен​ные. Так, во время первой мировой войны английский авиакон​структор и математик Фредерик Ланчестер (1868-1946) предло​жил ряд моделей ведения воздушных боев, которые затем были обобщены и распространены на случаи боевых действий сухо​путных войск.
Пусть численность противоборствующих сторон x и у опи​сывается функциями x(t) и y(t). В процессе боевых действий эти величины уменьшаются со скоростью, пропорциональной численности вследствие как самих боевых действий, так болезней и других факторов, не связанных с боевыми действиями, и увеличиваются за счет подкрепления.
Первая модель относится к описанию боевых действий между регулярными войсками и имеет вид (подумайте, почему?)

[image: image528.wmf]î

í

ì

+

-

-

=

+

-

-

=

).

(

)

(

)

(

/

),

(

)

(

)

(

/

t

Q

t

dy

t

cx

dt

dy

t

P

t

by

t

ax

dt

dx

                                                                       (57)

Здесь a, b, c, d - постоянные.
Вторая модель Ланчестера описывает действия между парт​изанскими соединениями
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И, наконец, третья модель описывает смешанный тип бое​вых действий
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Потери в живой силе, но связанные с непосредственными боевыми действиями, которые определяются членами -ax(t) и -dy(t), дают возможность выписать относительные скорости потерь в отсутствии боевых действий и подкреплений с помощью уравнений
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Подкрепление воюющим сторонам учитывается функциями P(t) и Q(t), а наличие боевых действий - с помощью членов -by, -cx, -gxy, -hxy. Обращает на себя внимание, что модель (57) линейна, а (58) и (59) нелинейны. Это связано с тем, что при небольшой численности сражающихся и стрелковом вооруже​нии потери пропорциональны числу личных контактов, равных ху, а не плотности артогня или бомбового удара, которая принимается пропорциональной численности противоборствую​щих сторон.
Рассмотрим простейший случай модели (57), когда потери вследствие небоевых действий и подкрепление отсутствуют. В этом случае вместо (57) имеем
dx/dt = -by, dy/dt = -cx.
                                                               (60)
Исключая t из (60) и интегрируя полученное уравнение (проде​лайте это!), находим
b(y2(t) - уо2) - c(x2(t) - хо2
                                                              (61)
Обозначим k = bуо2 - схо2, тогда вместо (61) получим by2 - сх2 - k
             (62)
уравнение гиперболы, вследствие чего (60) называют системой с гиперболическим законом. На рис. 91 показаны гиперболы для различных значений k. Стрелки на кривых указывают направление изменения численности сил с течением времени. Из рисунка видно, что побеждает та сторона, которая первой уничтожит силы противника. При k>0 y(t) обратиться в нуль не может, но при 
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 Отсюда, при k > 0 побеждает у, для чего необходимо, чтобы bуо2 > сх 2. При k < 0 побеждает х.
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Рис.91. Гиперболический закон военных действий

Чтобы проследить, как это происходит во време​ни, из системы (60) исклю​чим y(t), в результате чего получим
(d2x/dt2) - bcx = 0.                                                                             (63)
Используя начальные ус​ловия х(0) = хо, х'(0) = -bуо,
решение   уравнения   (62) запишем в виде
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Аналогично для y(t) будем иметь
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На рис. 92 показаны графики функций, задан​ных уравнениями (64) и (65) при k > 0. Как видим, для победы у не обяза​тельно, чтобы уо > xо, требуется лишь выполне​ние  условия

[image: image536.wmf].

/

0

0

b

c

x

y

>


[image: image537.jpg]=
= &

x(t)

y(t)





Рис. 92. Изменение во времени воюющих сторон

Аналогично предыду​щему рассмотрим простей​ший случай модели (58)

dx/dt = -gxy, dy/dt = -hxy.

Исключая t и интегрируя, получаем
g(y(t) - yo ) = h(x(t) - xo).                                                                      (67)
Полагая l = gyo - hxo , имеем
gy - hx = l                                                                                          (68)
линейную модель ведения боя. Если l > 0, то побеждает у, при l < 0 побеждает х (рис. 93).
Наконец, простейший случай модели (59) выглядит следу​ющим образом
dx/dt = -gxy, dy/dt = -ex,                                                                                (69)
где  x(t) - силы   партизан,  y(t) -  силы  регулярных  войск. 

Исключая t и интегрируя, имеем
gy2(t) = 2cx(t) + m,                                                                                                         (70)

где m = gyo2 – 2 cxo . Мы получили параболический закон ведения боевых действий. Если m < 0, то побеждают партизаны, при m > 0 - регулярные войска (рис. 94).
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Рис. 93. Линейный закон военных действий
Рис.94. Параболический закон военных действий 

Теперь рассмотрим действия противолодочного корабля, обнаружившего подводную лодку в момент времени t = 0 на расстоянии 3 км. Пусть его скорость вдвое больше скорости v подводной лодки. По какой траектории (линии погони) он должен двигаться, чтобы поразить лодку, если в момент обнару​жения она сразу же ушла под воду и дальнейший закон ее движения не известен? Будем считать, что для поражения лодки корабль должен пройти точно над ней, т.е. их траектории должны пересечься.
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Рис. 95. К определению линии погони

Для решения этой задачи введем полярные координаты r, φ, совместив их полюс с
точкой обнаружения лодки так, чтобы полярная ось r проходила через точку, где в момент t = 0 находился корабль (рис. 95). Что же должен делать корабль? Прежде всего ему нужно занять такую позицию, чтобы оказаться вместе с лодкой на одном расстоянии
от полюса 0, а затем он должен двигаться вокруг полюса по такой траектории, чтобы оба объек​та все время находились на одинаковом расстоянии от полюса 0. Только тогда, обходя вокруг полюса 0, корабль пройдет над лодкой (продумайте это!).
Поэтому сначала корабль должен по прямой идти на точку 0, до тех пор, пока он не окажется на том же расстоянии х от полюса 0, что и лодка. Это расстояние x можно найти из уравнения t = x/v = (3 - х)/2v или t = x/V = (3+х)/2v, откуда х = 1 или х = 3 км. Если при этом встречи не произошло, то корабль должен двигаться вокруг полюса 0, удаляясь от него со скоростью V. Разложим скорость корабля 2V на радиаль​ную Vr = dr/dt (с этой скоростью корабль удаляется от полюса) и тангенциальную Vφ = rdφ/dt составляющие. Так как Vr = V, то 
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 Исключая t, находим 
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. Учитывая, что корабль начинает движение вокруг полюса 0 с полярной оси r на расстоянии х от точки 0 (т.е. r = 1 при φ = 0 и r = 3 при φ = -π), получаем, что в первом случае С = 1, а во втором 
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Таким образом, для выполнения задачи корабль должен пройти два или шесть км прямым курсом к месту обнаружения лодки, а затем двигаться по спирали 
[image: image545.wmf]3

/

j

e

r

=

или по спирали
[image: image546.wmf]3

/

)

(

3

p

j

+

=

e

r

.
Покончив с военными действиями, обратимся к мирным занятиям, например, к бизнесу. С тех пор как он перестал быть ругательством у нас, в наш обиход вошло много новых понятий одним из которых является маркетинг - современная система управления производственно-сбытовой деятельностью предпри​ятии, основанная на комплексном анализе рынка и направлен​ная на стимулирование сбыта и максимализации прибыли Маркетинг включает изучение и прогнозирование спроса, цен организацию работ по созданию новой продукции, рекламу ит.д. Вся эта деятельность может быть подвергнута анализу и оптимизирована.
Рассмотрим, например, эффективность рекламы. Предпол​ожим, что фирма реализует продукцию П, о которой в момент времени t из числа возможных покупателей N знает лишь х покупателей. Фирма через средства массовой информации дала рекламные объявления и последующая информация о продук​ции распространяется путем общения покупателей друг с дру​гом (самый надежный способ рекламы). В этом случае скорость
dx/dt = kx(N - x),
                                                                                 (71)
где k > 0 (этот коэффициент можно получить с помощью опроса общественного мнения). Начальное условие выберем в виде
t = 0, х = N/n,
                                                                                                (72)
где  n – некоторое число. Интегрирование (71) с учетом (72) дает (проверьте!) 


[image: image547.wmf]1

)

)

1

(

1

(

-

-

-

+

=

Nkt

e

n

N

x

                                                                                  (73)

так называемую логическую кривую (рисю 96), из которой следует, что при t→∞ x→N, а при x=N/2 скорость распространения информации достигает максимума. Это происходит в момент времени
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На рис. 96. рассмотрен случай при n=2.
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Заметим, что к уравнению (71) сводится, в частности, задача о распространении технологических новшеств.
Как известно, основой рыночных отношений является спрос и предложение, а также их соответствие друг другу. Пусть некто продает свой товар на рынке и стремится продать подороже. Поэтому, если цена упала, то он придерживает товар и, напро​тив, ожидая повышение цены, выбрасывает его на рынок. Пусть р - текущая цена товара, ар'- тенденция формироваия цены (производная по времени). В простейшем случае спрос q и предложение S являются функциями р и р', имеющими линей​ный характер у = ap'+bp+с, где а, в, с - постоянные, т.е. q = a1p' + b1p + c1, s = a2р'+b2р+с2.
Чтобы спрос соответствовал предложению (а при рыночных отношениях иначе быть не может!), необходимо выполнение равенства q = S, откуда
(a1 - a2)р'+ (b1- b2)р + (с1 - с2) = 0.
                                                               (75)
К уравнению (75) следует добавить начальное условие t = 0, р = ро, при котором решение (75) имеет вид
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Формула (76) дает возможность проанализировать измене​ние цены в зависимости от параметров спроса и предложения (проделайте это самостоятельно!).
8. ТРЕБУЕТСЯ ВЕЛИКОЕ ОБЪЕДИНЕНИЕ
Физики утверждают, что все многообразие мира обязано четырем фундаментальным взаимодействиям: сильному, осу​ществляемому глюонами и обусловливающему существование атомных ядер; слабому, управляющему бета-превращениями последних и обязанному промежуточным бозоном; электромаг​нитному, активным началом которого является фотон, ответ​ственному за существование атомов и большинство макроскопи​ческих свойств вещества; гравитационному, обеспечивающему существование всех космических объектов (планет, звезд, га​лактик, Вселенной) и осуществляемому с помощью пока не обнаруженных гравитонов.
Выявление общего (обменного) механизма фундаменталь​ных взаимодействий подвигнуло физиков на поиски единой теории, так называемого «великого объединения» (ведь еще Ломоносов сказал, что «природа не роскошествует в своих причинах»). Начало этому положил Максвелл, соединивший электрическое и магнитное взаимодействия, затем Эйнштейн после великих триумфов (квантовые теории света и броуновско​го движения, частная и общая теории относительности) попы​тался объединить электромагнетизм с гравитацией, но сущес​твенных результатов не получил, так как поиск решений ограничил четырехмерным пространством-временем.
Снятие этого ограничения позволило сдвинуть проблему с мертвой точки: в настоящее время завершена теория электрос​лабого взаимодействия, близка к завершению теория электроядерного взаимодействия, большие успехи достигнуты и в «вели​ком объединении», откуда, в частности, следует, что ранее считавшийся стабильным протон может распадаться на не​йтральный пион и позитрон, а время его жизни не бесконеч​ность, а 1030 лет. Если проводимый в различных лабораториях мира «эксперимент века» подтвердит это, то «великое объедине​ние» в физике можно считать состоявшимся. Интересно, что для его реализации потребовалось 11-мерное пространство!
Столь явные успехи на физическом поприще дали повод некоторым ученым считать, что физическая картина мира полностью сложилась. Но нечто подобное было уже в конце прошлого века, когда сияющие небеса физики омрачали всего две маленькие тучки (опыт Майкельсона-Морли и некоторые особенности открытого Столетовым фотоэффекта), вскоре вы​звавшие грозовые шквалы в виде теории относительности и квантовой механики, перевернувших наше мировоззрение.
Какие же тучки мы видим на сегодняшнем небосклоне?
В прокрустово ложе физической концепции мира не уклады​вается самое великое чудо Природы - Жизнь и, особенно, ее высшее проявление - Мысль! Действительно, как можно даже с помощью «великого объединения» объяснить результаты такого опыта. Идет сеанс гипноза и его участнику, стоящему на весах, внушают, что он космонавт и его корабль выходит на орбиту. «Внимание: невесомость!» - говорит гипнолог и ... весы показы​вают резкое уменьшение веса! Или такого: экстрасенс на боль​шом расстоянии (вплоть до 1000 км) мысленно воздействует на приемник инфракрасного излучения, вызывая в нем сигнал, соответствующий нагреву на 20-30°.
Под влиянием мысленного воздействия изменяются скорос​ти химической реакции и распада радиоактивного вещества, интенсивность лазерного луча и т.д., не говоря уже об объектах живой природы, чутко реагирующих на мысль. Все это многок​ратно повторено, зафиксировано в протоколах, снято на киноп​ленку, но официальная наука предпочитает этого не замечать, так как объяснить не может по причине своей неполноты. Чего же не хватает в физической картине мира?
Информации, поскольку природа триедина, а ее неразрыв​ные компоненты - материя, энергия и информация. Под послед​ней I мы будем понимать меру организации данной системы, в противоположность энтропии S как меры ее дезорганизации, т.е. информация - это энтропия с обратным знаком (негэнтро-пийный принцип информации)
dI = - dS.
                                                                                                    (1)
В формуле (1) фигурируют не конечные величины, а их дифференциалы в связи с тем, что энтропия определяется с точностью до произвольной постоянной, которая пропадает при дифференцировании.
Из (1) следует, что при изучении системы из последней изымается информация (dI < 0), что приводит к увеличению ее энтропии (dS > 0). И наоборот, вливание информации в систему (dI > 0) приводит к уменьшению ее энтропии (dS < 0). Это можно прочувствовать, используя вслед за Больцманом вероятностный аспект энтропии
S = к/nW,
                                                                                               (2)
где к - постоянная Больцмана, W - число возможных микросостояний системы. Информация, воспринятая системой, образует между элементами последней устойчивые связи, уменьшая тем величину W, вследствие чего, согласно (2), S уменьшается. Связь между величинами W, I, S можно представить так
kdW/W
                                                                                         
//              \\

dS        =          -dI
Чтобы ответить на вопрос, как связаны между собой мате​рия, энергия и информация, рассмотрим физически изолирован​ную систему, состоящую из идеального газа, для которого справедливо уравнение Менделеева-Клапейрона
pV = RT,
                                                                                                          (4)
где: р - давление, V - объем, Т - абсолютная температура, R - универсальная газовая постоянная. Если система не совершает механического движения как единое целое и не воспринимает воздействие внешних силовых полей, то для нее закон сохране​ния энергии Е имеет вид
dE - TdS + pdV = 0.
                                                                                          (5)
Из уравнения (5) при V = const имеем выражение для абсолютной температуры
Т-1 = (dS/dE)v,
                                                                                           (6)
определяющее именно Т-1, а не Т, поскольку первичной здесь является энергия, а вторичной энтропия (для математики - это все равно, а для физики - нет, поскольку в противном случае теряется причинно-следственная связь). Из (6) вследствие ограниченности скорости любого физического процесса (в том числе и скорости изменения энтропии по энергии), имеем Т ≠ 0 — недостижимость абсолютного нуля температур (третье начало термодинамики), которую Нернст получил из других (гораздо более сложных) посылок. Поскольку равенство (dS/dE)v = 0 возможно, то в принципе возможно и Т = ∞ (сингулярное состояние системы).
Аналогично, при S = const из (5) имеем
p-1 = -(dv/dE)s,
                                                                               (7)
откуда точно также имеем р ≠ 0 - недостижимость нуля давления. Но (dv/dE)s = 0 возможно, откуда возможно р = ∞ (сингулярное состояние системы). И, наконец, с помощью (4) и (5) при S = const и Т = const находим
V-1 = (dp/dE)s,т
                                                                                                                       (8)
откуда из условия ограниченности скорости изменения давления по энергии получаем недостижимость нулевого объема системы (Vmin ≠ 0),  что соответствует духу  квантовой механики  (по-видимому, диаметр Vmin   не меньше «планковской длины»). Уравнение (5) с учетом (4) можно представить так
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В момент времени t = 0 выхода системы из состояния сингулярности (до этого момента само понятие времени для системы не имеет смысла, так как система представляет собой предельно сжатое абсолютно твердое тело, не подверженное никаким изменениям, с числом возможных состояний W = 1 и S = 0) V = Vmin и выполняется (6), вследствие чего выражение в скобках формулы (9) обращается в нуль. Но при t = 0 должно начаться расширение системы (dv/dt > 0). Чтобы это произош​ло, необходимо допустить (dE/dt)o= ∞, что физически невозмож​но. Как же быть, ведь наша Вселенная все-таки вышла из небытия около 20 млрд. лет назад! Нетрудно видеть, что если принять Vmin = 0 (как это обычно делается во всех космологичес​ких моделях), то положение еще более ухудшится, так как (dE/dt)o становится бесконечностью более высокого порядка.
Чтобы выйти из создавшегося положения, предположим, что наша система, изолированная физически, не является тако​вой в информационном плане. В этом случае с учетом (1) можно написать
dE - Tds + pdV = TdI.
                                                                        (10)
Если в системе процессы протекают так, что выполняется закон сохранения энергии (процессы идут естественным путем), то dI = 0 (ничего нового для себя внешняя система не видит). Если же процессы идут за счет изобретения с экономией энергии (разумно!), то dI > 0, если расточительно (безумно!), то dI < 0. Именно отклонение от стереотипа и привлекает внимание внеш​него наблюдателя к системе, т.е. является для него информа​цией, позитивной или негативной.
Внешняя система должна быть расположена так, чтобы ни при каких условиях ее нельзя было бы присоединить к нашей системе. А это возможно лишь в случае, если она принадлежит пространству большего (чем у нашего мира) числа измерений (напомним, что «великое объединение» требует 11-мерного пространства).
Можно показать, что силы взаимодействия в таком про​странстве настолько малы, что известные нам формы существо​вания материи (галактики, звезды, молекулы, элементарные частицы) в таких мирах существовать не могут, т.е. привычной нам материи путь в «горние миры» закрыт. Поэтому, когда фантасты пишут, что звездный корабль перешел в пространство большего числа измерений, читайте, что он погиб! Единственной объективной реальностью в таких мирах является информация, не имеющая не только массы покоя, но и движения, в связи с чем скорость ее распространения не ограничена (недаром в детстве на вопрос, что движется быстрее всего, мы совершенно правиль​но отвечали - мысль!).
При наличии информации (9) принимает вид
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откуда при t = 0 находим
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Из (12) следует, что в начале расширения при скорости 0 <(dI/dt)o < ∞ мы получаем (dv/dt)o > 0, благодаря чему система может выйти из состояния сингулярности, не нарушая принятых в нашем мире законов, только за счет начального информационного воздействия извне.
Одним словом, «Вначале было СЛОВО!» Как видим, в первой фразе Библии зашифрован секрет рождения нашей Вселенной. В принципе, из каждого объемчика Vmln при нформационном воздействии может родиться новая вселенная. Это замечатель​но, что без такого воздействия, самопроизвольно ничего родить​ся не может (поскольку в скобках формулы (9) при t = 0 стоит нуль!). Представьте себе житье во Вселенной, у которой любая точка в любой момент времени может взорваться! Слава Богу, мы от этого застрахованы.
В (II) возможен случай, когда -Tds + pdV = 0, т.е. рост энтропии компенсируется расширением системы. Для него имеем
dE = TdI,
                                                                                                     (13)
откуда видно, что при исследовании системы, при котором из нее изымается информация, затраты энергии тем меньше, чем ниже ее температура. Поэтому не случайно человек появился во Вселенной и начал ее изучение, когда температура «реликтового излучения» упала ниже Т = 3К. До этого процесс изучения нашей Вселенной был нерентабельным.
Используя установленную Эйнштейном связь между мас​сой и энергией Е = mс2, находим
dm = TdI/c2,
                                                                                                  (14)
т.е. внешнее информационное воздействие может рождать в системе массу тем эффективнее, чем больше Т. Таким образом, Господь знал, что делал, выбирая модель «горячей вселенной». Соединяя (13) и (14), получаем связь между материей, энергией и информацией
TdI
//                \\

dE          =        c2 dm
Уравнение (10) выражает закон сохранения энергии и информации. Если выполняется закон сохранения энергии (5), то выполняется и закон сохранения информации (dI = О), с многочисленными формулировками которого мы давно знакомы:
· Всякое тайное да станет явным! - Библия;
· Душа бессмертна! - Библия;
· Что написано пером, не вырубишь топором! – народная мудрость;
· Рукописи не горят! - М.А.Булгаков и т.д.
Поступающая из нашей и других Вселенных (а им нет числа, поскольку уже в пятимерный мир можно вложить несчетное множество четырехмерных вселенных) информация образует последовательность «информационных банков»: Земли (Ноос​фера), Галактики, Вселенной, ..., Абсолюта. Причем «информа​ционный банк» это действительно банк, где информация делает информацию, как в обычном банке деньги делают деньги. Но если денежные обороты не опираются на сферу производства, то «делание денег» приводит к инфляции. Так и производство информации должно опираться на материальные миры, без помощи которых произойдет ее инфляция, т.е. без нашей подпитки внешняя система может выродиться, а без нее мы не смогли бы возникнуть. Таким образом, «наш мир - это мастер​ская», а мы - ее работники, которые должны работать!
Заметим, что мы являемся не только передатчиками, но и приемниками информации (по крайней мере Ноосферы), нахо​дясь, по-сути, внутри информационного банка, которая пронизывает наше подсознание. Но чтобы информация проявилась в сознании, необходимо дорасти до нее, настроиться в резонанс (для преодоления барьера). Если это произойдет, тогда подобно Кекуле вы увидите формулу бензола, или, как Менделееву, вам приснится структура периодической системы элементов, или, как Е.И.Рерих, вы почувствуете непреодолимое желание со​здать Агни-Йогу, или, как Бессемер, не располагая профессио​нальными знаниями в области металлургии, вы запатентуете способ передела жидкого чугуна в литую сталь с помощью продува, сжатого воздуха во вращающемся конвертере!
Согласно закону сохранения информации информационная сущность человека (душа) после смерти его физического тела, принадлежащего нашему четырехмерью, выйдет (как бабочка из куколки) в пространство большего числа измерений и вклю​чится (без потери индивидуальности) в соответствующий накоп​ленному при жизни потенциалу «информационный банк». По​этому нужно стремиться, чтобы этот потенциал был как можно выше. Это - с одной стороны, а с другой - нужно прекратить безумное расточительство, свойственное обществу потребления, ибо оно рождает негативную информацию, наносящую урон всему мирозданию, и особенно - перестать врать, ибо дезинфор​мация увеличивает энтропию без совершения полезной работы! Развитие философии всегда шло под знаком борьбы матери​ализма и идеализма, которые, по-существу, разделяет всего один вопрос (основной вопрос философии): что первично, мате​рия или сознание? Но, как мы видели, это части одного целого, и такая постановка вопроса лишена смысла! Действительно, допустим, что правы материалисты и в мире существует только материя со всеми формами ее движения,  несотворимыми и неуничтожимыми. Но тогда мышление, будучи формой движе​ния материи, существовало всегда, т.е. говорить о том, что было раньше (первично) совершенно бессмысленно. Аналогично «иг​рая за идеалистов», приходим к тому же выводу.
Как уже говорилось, современная физика склонна допус​тить, что наш мир скорее всего имеет 11 измерений. Но это же утверждается и в «Ведах» (от санскритского - ведение, знание) -священных книгах древних индийцев, относящихся к XII веку до н.э. В них нашему миру отводится четырехмерное простран​ство-время, что полностью совпадает с современной физической картиной мира. Затем идет пятимерное пространство, в котором располагаются энерго-информационные тела живой материи, существование которых обнаруживается в опытах супругов Кирлиан, помещавших различные тела в высокочастотное элек​трическое поле. Оказывается, все живое окружено светящимся в таком поле ореолом (аурой). Более того, если у свежесрезанного листа удалить его часть, то ореол сохраняет свою форму пол​ностью (как голография), как сохраняется, например, боль ампутированной руки, что лишний раз подтверждает справед​ливость закона сохранения информации. Энерго-информацион-ное поле обеспечивает поддержание жизни в нашем физическом теле, управляя обменом веществ.
Мир шести измерений носит название астрального, ему соответствует наше астральное (эмоциональное) тело. Мир семи измерений называется ментальным, ему соответствует наше ментальное (мыслительное) тело. Далее идут кармический, интуитивный миры и мир любви (нирвана) с соответствующими телами и, наконец, в 11-мерном пространстве расположен Абсолют.
Каждому пространству соответствует свой цвет, начиная от красного, для нашего пространства-времени и кончая фиолето​вым для пространства нирваны. Их смесь дает белый цвет Абсолюта. Если любовь заменить ненавистью, то фиолетовый цвет сменится коричневым, который в сочетании с остальными дает черный цвет антиабсолюта. Каждому пространству также соответствует свой звук, начиная с ноты «до» (наше четырех-мерье) и кончая нотой «си» для нирваны. Абсолюту соответству​ет нота «до» верхней октавы. Неслучайно цвет и звук оказывают на нас столь сильное воздействие, вводя в резонанс соответству​ющие наши тела, т.е. мы являем собой цветомузыкальный орган для исполнения музыки Вселенной!
О степени развитости различных тел можно судить по цвету ауры. По воспоминаниям Е.И.Рерих, ее супруг Николай Константинович имел ярко синюю ауру, что говорит о том, что наиболее развитым у него было интуитивное тело, что особенно характерно для художников и композиторов. Для людей науки и техники характерно преимущественное развитие ментального тела, для стимуляции которого наиболее полезен зеленый цвет и т.д.
Восточная медицина давно обнаружила в нашем физичес​ком теле особые точки (чакры), связанные с нашими телами, расположенными в «горних мирах». Связь между ними - чисто информационная, осуществляемая с бесконечной скоростью (недаром руку мы отдергиваем раньше, чем почувствуем ожог). Интересно, что церковная традиция поминовения усопших связана с наличием у нас множества тел, часть из которых после смерти физического тела также подвержена распаду, а именно: энерго-информационное (эфирное) тело распадается на 3 день, астральное - на 9 день, ментальное - на 40 день, кармическое - через год после смерти. Поминая добром ушедших, мы помогаем им подняться выше по направлению к Абсолюту.
В 1931 году Гедель на примере арифметики показал непол​ноту любой системы знаний, что популярно можно сформулиро​вать так: в любой науке рано или поздно возникают проблемы, неразрешимые ее средствами. В таких случаях приходится прибегать к помощи других наук. Например, неразрешимый схоластический спор о том, что первично - курица или яйцо, с помощью палеонтологии решается просто - конечно яйцо, поскольку из яиц вылуплялись не только цыплята, но и предки кур, а также летающие ящеры - предки птиц.
Вот почему дальнейшее развитие науки будет происходить под знаком конвергенции различных ее направлений и в пределе, как заметил еще молодой Маркс, мы придем к единой науке - о Человеке! Чтобы это произошло, нужно еще одно великое объединение - материализма и идеализма! Материализм и идеализм - это две точки зрения (левым и правым глазом) на один и тот же предмет. Они порознь, хотя и содержат элементы истины, но страдают неполнотой, как и все остальные науки. Их объединение позво​лит человечеству взглянуть на мир двумя глазами, ощутив его объемность.
Думается, что такое объединение не будет столь трудным, тем более, что первые шаги в этом направлении уже сделаны. Два гениальных человека - Владимир Иванович Вернадский (энциклопедист, работавший на стыке геологии, биологии, наук об атоме, философ-материалист) и Пьер Тейяр де Шарден (палеонтолог, открывший синантропа, философ-идеалист, обогативший теологию диалектикой) создали учение о Ноосфере - области действия человеческого разума, столь же объективной как литосфера, гидросфера, атмосфера и биосфера бесконечно прекрасной Земли!
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